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Передмова

Олiмпiадна математика з року в рiк активно розвивається. З’являються

новi тенденцiї, змiнюються деякi традицiї. Аналiз результатiв математичних

олiмпiад України свiдчить про потребу у вдосконаленнi методiв навчання

розв’язувати геометричнi задачi високого рiвня складностi.

Автори цього навчально-методичного посiбника ставили перед собою

за мету розкрити кращi сучаснi прийоми розв’язування олiмпiадних задач.

Вперше у вiтчизнянiй методичнiй лiтературi дослiджено специфiку методiв

розв’язування та рiвень складностi задач, пропонованих рiзними країнами

на нацiональних олiмпiадах.

Посiбник складається з двох частин. У першiй частинi допитливий чи-

тач знайде новi красивi використання опорних задач-фактiв i задач-методiв

олiмпiадної геометрiї, теоретичнi новинки до розв’язування планiметричних

задач на обчислення, а також сучаснi доведення класичних теорем планiме-

трiї та їх використання. У другiй частинi наведено з повними розв’язаннями

70 олiмпiадних задач, якi у 2012 та 2013 роках пропонувалися учням на

математичних олiмпiадах найвищого рiвня.

Посiбник безперечно буде корисним творчо працюючим вчителям ма-

тематики, обдарованим учням загальноосвiтнiх шкiл та лiцеїв, студентам

педагогiчних унiверситетiв, якi навчаються за спецiальнiстю «Математика»,

та всiм тим, хто цiкавиться вiчно молодою геометрiєю.

Успiх на захоплюючому та тернистому шляху вивчення улюбленої на-

уки супроводжує тих, хто не дозволяє задачам звалюватися на голову

зненацька!,

Вересень 2014 року В’ячеслав Ясiнський

Олексiй Панасенко





180 Роздiл 6. Задачi зарубiжних математичних олiмпiад 2013 року

Розв’язання задач 2013 року

Задача 6.1. Нехай кола k1 i k2 перетинаються в двох точках A i B. Пряма
t спiльна дотична цих кiл, M i N точки її дотику з k1 i k2 вiдповiдно.
Нехай прямi MA i MN перпендикулярнi i MN = 2MA. Знайдiть величину кута
BMN .

(Мiжнародна математична олiмпiада країн Балканського регiону, 2013 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi задачi, i будемо

розв’язувати задачу, виходячи з нього (рис. 6.1).

A

B

Q
M

N
t

k1

k2

Рис. 6.1.

Оскiльки AM⊥MN , то AM

дiаметр кола k1. Нехай Q точ-

ка перетину прямих AB i MN , то-

дi Q середина MN . Це випли-

ває з того, що AB радикальна

вiсь кiл k1 i k2, а тому степiнь

точки Q вiдносно цих кiл одна-

ковий, тобто QM = QN (QM i

QN дотичнi до k1 i k2). Тому,

MA = MQ (бо за умовою зада-

чi MN = 2MA), тобто трикутник

AMQ прямокутний i рiвнобедре-

ний. Звiдси слiдує, що ∠MAQ =

45◦, а тому й ∠BMN = ∠AMB =

45◦ (як кут мiж дотичною i хор-

дою, що проведена в точку дотику). Це i завершує розв’язання задачi.

�

Задача 6.2. Два кола k1 i k2 перетинаються вточкахA i B. Нехайточки C

i D розташованi на колах k1 i k2 вiдповiдно так, що A середина вiдрiзка C D.
Продовження вiдрiзка CB перетинає коло k2 уточцi F , а продовження вiдрiзка
DB перетинає коло k1 у точцi E. Нехай l1 i l2 серединнi перпендикуляри
вiдрiзкiв C D i EF вiдповiдно, а P точка їх перетину. Доведiть,що iз вiдрiзкiв
CA, AP i PE можна скласти прямокутний трикутник.

(Китай, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2013 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi задачi, i будемо

розв’язувати задачу, виходячи з нього (рис. 6.2).

Оскiльки ∠CAE = ∠ADE +∠AED = ∠AFC +∠AC F = ∠FAD i l1⊥C D, то l1
мiстить бiсектрису ∠EAF . Нехай k описане коло трикутника AEF , а X

друга точка перетину l1 i k. Оскiльки AX бiсектриса ∠EAF , то за властиво-

стями вписаних кутiв рiвними будуть дуги EX i X F кола k. Звiдси випливає

рiвнiсть хорд, що їх стягують, тобто X E = X F . А це означає, що X ∈ l2. Оскiль-

ки X ∈ l1, то X = P.
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Рис. 6.2.

Оскiльки

∠EBF = ∠AEB +∠AFB +∠EAF = ∠BC D+∠BDC +∠EAF

i

∠EBF = 180◦ −∠BC D−∠BDC ,

то, додавши цi рiвностi, одержимо:

2∠EBF = 180◦ −∠EAF = 360◦ −∠EPF,

тобто, пiсля скорочення на 2, матимемо:

∠EBF = 180◦ −
1

2
∠EPF.

Ця рiвнiсть означає, що точка P центр описаного кола k3 навколо три-

кутника EBF . Оскiльки, з одного боку, DP2 − PE2 це степiнь точки D

вiдносно кола k3, а з iншого DE · DB це також степiнь точки D вiдносно

кола k3, то DP2 − PE2
= DE · DB. Далi, за теоремою про сiчнi кола, маємо:

DE · DB = DC · DA. Тому, DP2− PE2
= DC · DA= 2AC2. Крiм того, з перпенди-

кулярностi AP i C D випливає: DP2
= AD2

+ AP2
= AC2

+ AP2. З двох останнiх

рiвностей одержуємо:

AC2
+ AP2 − PE2

= 2AC2,

тобто AP2
= PE2

+ AC2. Ця рiвнiсть означає те, що потрiбно було довести.�

Задача 6.3. Нехай ABC гострокутнийтрикутник, k його описане
коло. На дузi BC цього кола, яка не мiститьточку A, довiльно зафiксували
точку D. Рухома пряма l, що проходить через точку H ортоцентртри-
кутника ABC , перетинає вдруге описанi кола навколо трикутникiв ABH i
ACH вiдповiдно в точках M i N .
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а) Знайти усiтакi положення прямої l, для яких площатрикутникаAMN

досягає найбiльшого можливого значення.
б) Нехай pM i pN прямi, що проходять через точки M i N перпендику-

лярно до DB i DC вiдповiдно, а P їх точка перетину. Доведiть, що точка P

рухається по фiксованому колу.
(В’єтнам, заключний тур нацiональної математичної олiмпiади, 2013 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi задачi, i будемо

розв’язувати задачу, виходячи з нього (рис. 6.3).
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Рис. 6.3.

а) Використовуючи властивостi вписаних кутiв, одержуємо:

∠AN M = ∠ANH = ∠ACH = 90◦ −∠A= ∠ABH = ∠AMN ,

тобто трикутник AMN рiвнобедрений з фiксованим кутом

∠MAN = 2∠A.

Таким чином,

SAMN =
1

2
· AM · AN · sin2∠A.

Оскiльки AM = AN i цi вiдрiзки є хордами описаних кiл, трикутникiв ABH

i ACH, то їх найбiльше значення буде дорiвнювати дiаметрам цих кiл, якi

дорiвнюють дiаметру описаного кола трикутника ABC . Тому, SAMN досяга-

тиме свого найбiльшого значення 2R2 sin 2∠A, де R радiус описаного кола

трикутника ABC , якщо пряма l буде займати таке положення, при якому AM

i AN будуть дiаметрами описаних кiл трикутникiв ABH i ACH вiдповiдно. Це

можливо, бо тодi ∠AHM = 90◦ −∠AHN . Для усiх iнших положень прямої l

площа трикутника AMN буде досягати меншого значення, нiж 2R2 sin 2∠A.
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