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• Äëÿ âçà¹ìíîïðîñòèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë a, n: aϕ(n) ≡ 1 mod n.

• Äëÿ íàòóðàëüíîãî n òà öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ a, b: (na − 1, nb − 1) = n(a,b) − 1.

• Äëÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë a, n: n|ϕ(an − 1).

• Íåõàé n − íàòóðàëüíå ÷èñëî, a − íàòóðàëüíå ÷èñëî, âçà¹ìíîïðîñòå ç n. Ïîçíà÷èìî çà ordn(a)
− íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî d òàêå, ùî ad ≡ 1 mod n. Òîäi ÿêùî am ≡ 1 mod n, òî
ordp(a)|m.

• Íåõàé p − íåïàðíå ïðîñòå ÷èñëî, a, b − íàòóðàëüíi ÷èñëà i a ≡ b mod p. Ïîçíà÷èìî çà fp(m)
− íàéáiëüøå öiëå k òàêå, ùî pk|m. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n: fp(a

n − bn) = fp(a−
b) + fp(n).

• Äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n âèäó 2, 4, pk, 2pk äëÿ äåÿêîãî íåïàðíîãî ïðîñòîãî p iñíó¹ òàêå
íàòóðàëüíå ÷èñëî g, âçà¹ìíîïðîñòå ç n, ùî óñi ÷èñëà g, g2, . . . , gϕ(n) äàþòü ðiçíi îñòà÷i ïðè
äiëåííi íà n.

1. Äîâåäiòü, ùî m2 + n2 äiëèòüñÿ íà 101 òîäi òà òiëüêè òîäi êîëè (10m + n)(10n +m) äiëèòüñÿ
íà 101.

2. Íåõàé n1, n2, · · · , nk − íàòóðàëüíi ÷èñëà k ≥ 2. Âiäîìî, ùî 2ni − 1 äiëèòüñÿ íà ni+1 äëÿ
áóäü-ÿêîãî 1 ≤ i ≤ n (n+ 1 = 1). Äîâåäiòü, ùî n1 = n2 = · · · = nk = 1.

3. Çíàéäiòü óñi òðiéêè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë a, b, c äëÿ ÿêèõ 2a + 2b + 1 äiëèòüñÿ íà 2c − 1.

4. Çíàéäiòü óñi ïàðè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë (x, n) äëÿ ÿêèõ xn+1 +2n+1 +1 äiëèòüñÿ íà xn +2n +1.

5. Äëÿ íàòóðàëüíèõ a, b, c âiäîìî, ùî a2 + b2 + c2 äiëèòüñÿ íà a + b + c. Äîâåäiòü, ùî iñíó¹
íåñêií÷åííî áàãàòî íàòóðàëüíèõ n äëÿ ÿêèõ an + bn + cn äiëèòüñÿ íà a+ b+ c.

6. Íåõàé p − ïðîñòå, fp(x) = xp−1+ · · ·+x+1. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî p|m, òî iñíó¹ ïðîñòèé äiëüíèê
÷èñëà fp(m) âçà¹ìíî ïðîñòèé ç ÷èñëîì m(m− 1).

7. Äîâåäiòü, ùî êîæíèé ïðîñòèé äiëüíèê ÷èñëà 22
n

+ 1 ïîðiâíÿíèé ç 1 çà ìîäóëåì 2n+1.

8. Íåõàé p, q − ïðîñòi ÷èñëà òà q > 5. Âiäîìî, ùî 2p + 3p äiëèòüñÿ íà q. Äîâåäiòü, ùî q > p.

9. Çíàéäiòü óñi ïàðè ïðîñòèõ ÷èñåë p òà q äëÿ ÿêèõ (5p − 2p)(5q − 2q) äiëèòüñÿ íà pq.

10. Çíàéäiòü óñi òðiéêè ïðîñòèõ ÷èñåë p, q, r òàêi, ùî p|qr + 1, q|rp + 1, r|pq + 1.

11. Âiäîìî, ùî 4n + 2n + 1 − ïðîñòå. Äîâåäiòü, ùî n = 3k äëÿ äåÿêîãî íåâiä'¹ìíîãî öiëîãî k.

12. Íåõàé a, b, k − íàòóðàëüíi ÷èñëà, n > 1 − íåïàðíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, p − íåïàðíå ïðîñòå
÷èñëî òà an + bn = pk. Äîâåäiòü, ùî n = pm äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî m.

13. Äëÿ ïðîñòèõ p òà q âiäîìî, ùî p2+1 äiëèòüñÿ íà q i q2−1 äiëèòüñÿ íà p. Äîâåäiòü, ùî p+q+1
− ñêëàäåíå ÷èñëî.

14. Çíàéäiòü óñi íàòóðàëüíi n äëÿ ÿêèõ 2n + 1 äiëèòüñÿ íà n2.

15. Çíàéäiòü óñi òðiéêè íàòóðàëüíèõ (a,m, n) äëÿ ÿêèõ (a+ 1)n äiëèòüñÿ íà am + 1.

16. Íåõàé a, b − äâà ðiçíèõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñëà, ïðè÷îìó iñíó¹ áåçëi÷ íàòóðàëüíèõ n, äëÿ ÿêèõ
an − bn − öiëå. Äîâåäiòü, ùî ÷èñëà a òà b − öiëi.

17. Äîâåäiòü, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî k iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî n òàêå, ùî 2k|3n + 5.

18. Çíàéäiòü óñi öiëi ðîçâÿçêè ðiâíÿííÿ x7−1
x−1 = y5 − 1.

19. Äîâåäiòü, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n > 1 íàéáiëüøèé ïðîñòèé äiëüíèê ÷èñëà 22
n

+ 1
íå ìåíøèé çà n · 2n+2 + 1.


