
Çàäà÷à 1. Ïóñòü F (x1, . . . , xn)�ìíîãî÷ëåí ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîåôôèöèåíòàìè.
Ïðåäïîëîæèì, äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k0 ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ x1, . . . , xn > k0
F (x1, . . . , xn) = 0. Äîêàæèòå, ÷òî F �íóëåâîé ìíîãî÷ëåí.
Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî
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Çàäà÷à 3. Ìíîãî÷ëåí P (x) ∈ R[x] íàçûâàåòñÿ öåëîçíà÷íûì, åñëè P (x) ∈ Z ïðè
âñåõ x ∈ Z. Äîêàæèòå, ÷òî P (x) öåëîçíà÷íûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P (x) =∑n
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, ãäå c0, . . . , cn öåëûå.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü P (x) ∈ R[x] ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëà
P (a), P (a + 1), . . . , P (a + n) öåëûå äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ Z. Äîêàæèòå, ÷òî P (x)�öå-
ëîçíà÷íûé.
Çàäà÷à 5. Îáîçíà÷èì am(k, n) êîëè÷åñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x1+ . . .+xk = n, ãäå

0 6 xi 6 m (ïîðÿäîê èìååò çíà÷åíèå). Íàéòè am(k, n) (ôîðìóëà íå ïðîñòàÿ).
Çàäà÷à 6. Ðàññìîòðèì 1000000 áèëåòîâ: îò 000000 äî 999999. Áèëåò abcdef íàçîâ¼ì

ñ÷àñòëèâûì, åñëè a+ b+ c = d+ e+ f . Íàéòè êîëè÷åñòâî ñ÷àñòëèâûõ áèëåòîâ.
Çàäà÷à 7. Äëÿ íàòóðàëüíîãî n > 1 îáîçíà÷èì p(n) êîëè÷åñòâî ðàçáèåíèé n íà

íàòóðàëüíûå ñëàãàåìûå (ò.å. ïðåäñòàâëåíèå n â âèäå ñóììû íàòóðàëüíûõ ñëàãàåìûõ.
Ïîðÿäîê ðîëè íå èãðàåò. Íàïðèìåð, ðàçáèåíèÿ 3 = 1 + 2 è 3 = 2 + 1 îäèíàêîâû).
Îïðåäåëèì p(0) = 1. Îáîçíà÷èì π(x) =

∑∞
n=0 p(n)x

n �ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè p(n), n > 0. Ââåä¼ì ôóíêöèþ Ýéëåðà φ(x) = (1− x)(1− x2)(1− x3) . . ..

(1) Ïî÷åìó φ(x) êîððåêòíî îïðåäåëåíà?
(2) Äîêàæèòå, ÷òî π(x)φ(x) = 1,
(3) Äîêàæèòå, ÷òî

φ(x) = 1 +
∞∑
n=1

(−1)n(x(3n2−n)/2 + x(3n2+n)/2) = 1− (x+ x2) + (x5 + x7)− (x12 + x15) + . . .

(4) Ïîëó÷èòå ðåêêóðåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ p(n), n > 1. Ñîñòàâòüå òàáëèöó çíà-
÷åíèé p(n), n = 1, 2, . . . , 15.

Çàäà÷à 8. Äëÿ íàòóðàëüíîãî n îáîçíà÷èì p(n) êîëè÷åñòâî ðàçáèåíèé n íà ñëàãàå-
ìûå, êàæäîå èç êîòîðûõ ðàâíî îäíîìó èç çàäàíûõ ÷èñåë k1, . . . , km. Íàéòè ïðîèçâî-
äÿùóþ ôóíêöèþ π(x) =

∑∞
n=0 p(n)x

n.
Çàäà÷à 9. 1. Äîêàæèòå (ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé), ÷òî êîëè÷åñòâî ðàç-

áèåíèé n íà ðàçëè÷íûå ñëàãàåìûå ðàâíî êîëè÷åñòâó ðàçáèåíèé n íà íå÷¼òíûå ñëàãà-
åìûå.
2. Ðåøèòå ýòó çàäà÷ó êîìáèíàòîðíî, ò.å. ïîñòðîéòå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-

ñòâèå ìåæäó ðàçáèåíèÿìè n íà ðàçëè÷íûå ñëàãàåìûå è ðàçáèåíèÿìè n íà íå÷¼òíûå
ñëàãàåìûå.
3. Í¼÷¼òíîñòü ÷èñëà îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî íå äåëèòñÿ íà 2. Îáîáùèòå çàäà÷ó íà ñëó-

÷àé, êîãäà âìåñòî 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ íàòóðàëüíîå m (ò.å. ñôîðìóëèðîâàòü ðåçóëüòàò
è âûïîëíèòü 2 ïðåäûäóùèõ ïóíêòà).
Çàäà÷à 10. Ïóñòü an, n > 0, bn, n > 0 äâå ïåðèîäè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåé-

ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñ ïåðèîäàìè p è q ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì, an = bn äëÿ
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íåêîòîðûõ p + q − (p, q) ïîñëåäîâàòåëüíûõ çíà÷åíèé n. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà an = bn
ïðè âñåõ n > 0. Òóò (p, q) îáîçíà÷åí íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü p, q.


