
Òåîðèÿ ÷èñåë. Äåëèìîñòü, îöåíêè.
Õèëüêî Äàíèë dkhilko@ukr.net

Óïðàæíåíèå 1. Öåëûå ÷èñëà x, y, z òàêîâû, ÷òî (x− y)(y − z)(z − x) = x + y + z. Äîêàçàòü, ÷òî
x+ y + z äåëèòñÿ íà 3.

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå âñå ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m, n, äëÿ êîòîðûõ (m+3n)2

m2+n2 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå âñå ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b, ÷òî ab2 + b+ 7 äåëèò a2b+ a+ b.

Çàäà÷à 3. Íàéäèòå âñå ïàðû ïðîñòûõ ÷èñåë p, q, ÷òî p3 − q5 = (p+ q)2.

Çàäà÷à 4. Ðåøèòü â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå

(x2 − y2)2 = 1 + 16y.

Çàäà÷à 5. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 1 è ïðîñòîå ÷èñëî p òàêèå, ÷òî p−1 äåëèòñÿ íà n, à n3−1
äåëèòñÿ íà p. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî

√
4p− 3 ÿâëÿåòñÿ öåëûì.

Çàäà÷à 6. Íàéäèòå âñå ïàðû ïðîñòûõ ÷èñåë p, q, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó

3pq − 2qp−1 = 19.

Çàäà÷à 7. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå m è k òàêèå, ÷òî

(n2 + 2)m = (2n− 1)k.

Çàäà÷à 8. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêèå, ÷òî a+1
b

+ b+1
a

ÿâëÿåòñÿ öåëûì. Äîêàæèòå, ÷òî

íàèáîëüøèé äåëèòåëü ÷èñåë a è b íå ïðåâîñõîäèò
√
a+ b.

Çàäà÷à 9. a, b � ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî ab(a+ b) äåëèòñÿ íà a2 + ab+ b2. Äîêà-

æèòå, ÷òî |a− b| > 3
√
ab.

Çàäà÷à 10. Íàçîâ¼ì äåñÿòè÷íîå ÷èñëî èíòåðåñíûì, åñëè îíî äåëèòñÿ íà 11111 è âñå åãî öèôðû
ðàçëè÷íû. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò èíòåðåñíûõ ÷èñåë?

Çàäà÷à 11. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî d. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà 2d−1, 5d−1, 13d−1 íå ìîãóò áûòü
âñå âìåñòå ïîëíûìè êâàäðàòàìè.

Çàäà÷à 12. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ êàê ìèíèìóì
äâóìÿ ñïîñîáàìè, òî åñòü ñóùåñòâóþò òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà s, t, u, v, ÷òî n = s2+ t2 = u2+ v2

è s ≥ t, u ≥ v, s > u. Äîêàçàòü, ÷òî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë n è su− tv ìåíüøå n.

Çàäà÷à 13. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b, c, d òàêîâû, ÷òî íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ýòèõ ÷èñåë ðàâíî
a+ b+ c+ d. Äîêàæèòå, ÷òî abcd äåëèòñÿ íà 3 èëè íà 5.

Çàäà÷à 14. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è n. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 2n − 1 äåëèòñÿ íà (2m − 1)2

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî n äåëèòñÿ íà ÷èñëî m(2m − 1).

Çàäà÷à 15. Íàéäèòå âñå òðîéêè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m,n è l òàêèå, ÷òî m + n = (m,n)2, n + k =
(n, k)2, k +m = (k,m)2. (÷åðåç (a, b) îáîçíà÷àåòñÿ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a, b.)
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