
×åòâåð, 12 êâiòíÿ 2012

Çàäà÷à 1. Íåõàé ABC � òðèêóòíèê ç öåíòðîì îïèñàíîãî êîëà â òî÷öi O. Òî÷êè D, E òà F ëåæàòü âñåðå-
äèíi ñòîðií BC, CA òà AB âiäïîâiäíî, òàê, ùî ïðÿìàDE ïåðïåíäèêóëÿðíà äî CO òàDF ïåðïåíäèêóëÿðíà
äî BO. (Òîáòî, òî÷êà D ëåæèòü íà ïðÿìié BC ìiæ òî÷êàìè B òà C i ò.ä.)

Íåõàé K � öåíòð îïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà AFE. Äîâåäiòü, ùî ïðÿìi DK òà BC ïåðïåíäèêóëÿðíi.

Çàäà÷à 2. Íåõàé n � íàòóðàëüíå ÷èñëî. Â çàëåæíîñòi âiä n çíàéäiòü íàéáiëüøå ìîæëèâå öiëå m, ùî
ìà¹ òàêó âëàñòèâiñòü: òàáëèöþ ç m ðÿäêàìè òà n ñòîâï÷èêàìè ìîæíà çàïîâíèòè äiéñíèìè ÷èñëàìè òàêèì
÷èíîì, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ ðiçíèõ ðÿäêiâ [a1, a2, . . . , an] òà [b1, b2, . . . , bn] âèêîíó¹òüñÿ:

max(|a1 − b1|, |a2 − b2|, . . . , |an − bn|) = 1.

Çàäà÷à 3. Çíàéäiòü óñi ôóíêöi¨ f : R→ R òàêi, ùî

f
(
yf(x+ y) + f(x)

)
= 4x+ 2yf(x+ y)

äëÿ áóäü-ÿêèõ x, y ∈ R.

Çàäà÷à 4. Ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë A íàçèâà¹òüñÿ ñóìî-ïîâíîþ, ÿêùî A ⊆ A+A, òîáòî, áóäü-ÿêèé åëåìåíò
a ∈ A ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè äåÿêî¨ ïàðè (íå îáîâ'ÿçêîâî ðiçíèõ) åëåìåíòiâ b, c ∈ A (ìîæëèâî, b =
c). Ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë A íàçèâà¹òüñÿ áåç-ñóìè-íóëü, ÿêùî 0 � ¹äèíå öiëå ÷èñëî, ùî íå ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ
ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ ñêií÷åíî¨ íåïîðîæíüî¨ ïiäìíîæèíè ìíîæèíè A.

×è iñíó¹ ñóìî-ïîâíà áåç-ñóìè-íóëü ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë?
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Language: Ukrainian

Day: 1



Ï'ÿòíèöÿ, 13 êâiòíÿ 2012

Çàäà÷à 5. Ïðîñòi ÷èñëà p òà q çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

p

p + 1
+

q + 1

q
=

2n

n + 2

äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. Çíàéäiòü óñi ìîæëèâi çíà÷åííÿ q − p.

Çàäà÷à 6. Íåñêií÷åííî áàãàòî ëþäåé çàðå¹ñòðîâàíi â ñîöiàëüíié ìåðåæiMugbook. Äåÿêi ïàðè (ðiçíèõ) êî-
ðèñòóâà÷iâ çàðå¹ñòðîâàíi ÿê äðóçi, àëå êîæíà îñîáà ìà¹ ëèøå ñêií÷åíó êiëüêiñòü äðóçiâ. Êîæåí êîðèñòóâà÷
ìà¹ ïðèíàéìíi îäíîãî äðóãà. (Äðóæáà ñèìåòðè÷íà, òîáòî ÿêùî A ¹ äðóãîì B, òî B ¹ äðóãîì A.)

Êîæíà îñîáà ìà¹ íàçâàòè îäíîãî çi ñâî¨õ äðóçiâ íàéêðàùèì äðóãîì. ßêùî A íàçèâà¹ B ñâî¨ì íàéêðà-
ùèì äðóãîì, òî (íà æàëü) öå íå îçíà÷à¹, ùî B îáîâ'ÿçêîâî íàçâå A ñâî¨ì íàéêðàùèì äðóãîì. Ëþäèíà,
êîòðó íàçâàëè íàéêðàùèì äðóãîì, íàçèâà¹òüñÿ 1-íàéêðàùèé äðóã. Çàãàëîì, äëÿ íàòóðàëüíîãî n > 1 êîðè-
ñòóâà÷ ¹ n-íàéêðàùèì äðóãîì, ÿêùî âií áóâ íàçâàíèé íàéêðàùèì äðóãîì îñîáè, ÿêà ¹ (n− 1)-íàéêðàùèì
äðóãîì. Îñîáà, êîòðà ¹ k-íàéêðàùèì äðóãîì äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî k, íàçèâà¹òüñÿ ïîïóëÿðíîþ.

(a) Äîâåäiòü, ùî êîæíà ïîïóëÿðíà îñîáà ¹ íàéêðàùèì äðóãîì iíøî¨ ïîïóëÿðíî¨ îñîáè.

(b) Äîâåäiòü, ùî ó âèïàäêó, êîëè êîæåí ìîæå ìàòè íåñêií÷åííó êiëüêiñòü äðóçiâ, ìîæå áóòè, ùî ïîïóëÿðíà
îñîáà íå ¹ íàéêðàùèì äðóãîì ïîïóëÿðíî¨ îñîáè.

Çàäà÷à 7. Íåõàé ABC � ãîñòðîêóòíèé òðèêóòíèê ç îïèñàíèì íàâêîëî íüîãî êîëîì Γ òà îðòîöåíòðîì H.
Íåõàé K � òî÷êà êîëà Γ ïî iíøó ñòîðîíó âiä A âiäíîñíî BC. Íåõàé L ñèìåòðè÷íà òî÷öi K âiäíîñíî
ïðÿìî¨ AB, àM ñèìåòðè÷íà òî÷öiK âiäíîñíî ïðÿìî¨ BC. Íåõàé E ¹ äðóãîþ òî÷êîþ ïåðåòèíó Γ ç îïèñàíèì
êîëîì òðèêóòíèêà BLM . Äîâåäiòü, ùî ïðÿìiKH, EM òà BC ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi. (Îðòîöåíòðîì
òðèêóòíèêà ¹ òî÷êà ïåðåòèíó éîãî âèñîò.)

Çàäà÷à 8. Ñëîâîì íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åíà ïîñëiäîâíiñòü ëiòåð ç äåÿêîãî àëôàâiòó. Ñëîâî íàçèâà¹òüñÿ
ïîâòîðíèì, ÿêùî âîíî ¹ ç÷åïëåííÿì ïðèíàéìíi äâîõ îäíàêîâèõ ïiäñëiâ (íàïðèêëàä, ababab òà abcabc
ïîâòîðíi, à ababa òà aabb � íi). Äîâåäiòü, ùî ÿêùî ñëîâî ìà¹ âëàñòèâiñòü, ùî ïåðåñòàíîâêà áóäü-ÿêèõ
äâîõ ñóñiäíiõ ëiòåð ðîáèòü ñëîâî ïîâòîðíèì, òî âñi éîãî ëiòåðè îäíàêîâi. (Çàóâàæèìî, ùî ïåðåñòàíîâêà
äâîõ ñóñiäíiõ îäíàêîâèõ ëiòåð ëèøà¹ ñëîâî íåçìiííèì.)

Language: Ukrainian ×àñ: 4 ãîäèíè òà 30 õâèëèí
Çà êîæíó çàäà÷ó ìàêñèìóì 7 áàëiâ

Language: Ukrainian

Day: 2


