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� íåñêîðîòíèé äðiá. Äîâåäiòü, ùî çíàéäåòüñÿ íåñêií÷åííà ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ n, äëÿ
ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ bn+1 < bn.

2. Äàíî çðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë an. Âiäîìî, ùî êîæíå ÷èñëî ïî÷èíàþ÷è ç a2016
¹ äiëüíèêîì ñóìè óñiõ ïîïåðåäíiõ. Äîâåäiòü, ùî â öié ïîñëiäîâíîñòi êîæíå ÷èñëî, ïî÷èíàþ÷è ç
äåÿêîãî ìîìåíòó, äîðiâíþ¹ ñóìi âñiõ ïîïåðåäíiõ.

3. Ãðèøà çàäóìàâ öiëå ÷èñëî áiëüøå 100. Âàñüîê íàçèâà¹ öiëå ÷èñëî d > 1. ßêùî ÷èñëî Ãðèøè
äiëèòüñÿ íà d, òî Âàñüîê âèãðàâ, iíàêøå Ãðèøà âiäíiìà¹ d âiä ñâîãî ÷èñëà i ãðà ïðîäîâæó¹òüñÿ.
Íàçèâàòè ÷èñëà, ÿêi âæå íàçâàëè ðàíiøå, çàáîðîíÿ¹òüñÿ. Êîëè ÷èñëî Ãðèøè ñòàíå âiä'¹ìíèì,
Âàñüîê ïðîãðà¹. ×è ìîæå Âàñüîê äiÿòè òàê, ùîá òî÷íî âèãðàòè â Ãðèøè?

4. Âñi âèäè òâàðèíîê, ÿêi ìîæíà çíàéòè â óêðà¨íñüêèõ ëiñàõ i ñòåïàõ, ïðîíóìåðîâàíî ÷èñëàìè âiä 2
äî 20000. Äëÿ êîæíî¨ ïàðè (ðiçíèõ) âèäiâ òâàðèíîê çàïàì'ÿòàëè íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ¨õ
íîìåðiâ, à ñàìi íîìåðè çàãóáèëèñÿ. ×è âäàñòüñÿ äëÿ êîæíîãî âèäó òâàðèí âiäíîâèòè éîãî íîìåð?

5. � òðè êóïêè öóêåðîê: â ïåðøié 51 öóêåðêà, â äðóãié � 49, â òðåòié � 5. Äîçâîëÿ¹òüñÿ îá'¹äíóâàòè
áóäü-ÿêi äâi êóïêè â îäíó, à òàêîæ ðîçäiëÿòè êóïêó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ïàðíî¨ êiëüêîñòi öóêåðîê,
íà äâi ðiâíi. ×è ìîæíà, âèêîíàâøè äåêiëüêà äîçâîëåíèõ îïåðàöié, îòðèìàòè 105 êóïîê ïî îäíié
öóêåðöi?

6. Íà âiäðiçêó [0; 2002] âiäìi÷åíî éîãî êiíöi i òî÷êà ç êîîðäèíàòîþ d, äå d � âçà¹ìíî ïðîñòå ç 1001
÷èñëî. Äîçâîëÿ¹òüñÿ âiäìiòèòè äîâiëüíó ñåðåäèíó âiäðiçêà ç êiíöÿìè â âiäìi÷åíèõ òî÷êàõ, ÿêùî
¨¨ êîîðäèíàòà öiëà. ×è ìîæíà, ïîâòîðèâøè öþ îïåðàöiþ êiëüêà ðàçiâ, âiäìiòèòè âñi òî÷öè íà
âiäðiçêó?

7. Íà ïðàâié øàëüöi òåðåçiâ ëåæèòü ùîñü ìàñîþ 11111 ã. Ïðîäàâ÷èíÿ ïîñëiäîâíî ðîçêëàäà¹ ïî
øàëüêàì ãèði, ïåðøà ç ÿêèõ ìà¹ ìàñó 1 ã, à êîæíà íàñòóïíà â äâà ðàçè âàæ÷à ïîïåðåäíüî¨. Â
äåÿêèé ìîìåíò âèÿâèëîñÿ, ùî âàãè óðiâíîâàæèëèñÿ. Íà ÿêié øàëüöi ëåæèòü 16-ãðàìîâà ãèðÿ?

8. Ðîçáiéíèêè ïîãðàáóâàëè êàðàâàí, â ÿêîìó áóâ, çîêðåìà, ìiøîê ç ìîíåòàìè. Êîæíà ìîíåòà êîøòó¹
öiëè ÷èñëî êîïiéîê. Âèÿâèëîñÿ, ùî ÿêó á ìîíåòó íå âiäêëàñòè, çàëèøîê ìîæíà ðîçïîäiëèòè ìiæ
ðîçáiéíèêàìè òàê, ùîá êîæíèé îòðèìàâ îäíàêîâó ñóìó â êîïiéêàõ. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî âiäêëàñòè
îäíó ìîíåòó, òî ÷èñëî ìîíåò ðîçäiëèòüñÿ íà ÷èñëî ðîçáiéíèêiâ.

9. ×è iñíó¹ ÷èñëî, ÿêå äiëèòüñÿ íà 2016 i â ÿêîìó êîæíà ç öèôð 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0 çóñòði÷à¹òüñÿ
õî÷à á ïî 100 ðàçiâ.

10. Äàíî íàòóðàëüíå ÷èñëî n. Äîâåäiòü, ùî çíàéäóòüñÿ òàêi ÷èñëà a, b, c, ùî
n2 < a, b, c < (n+ 1)2 i a2 + b2 äiëèòüñÿ íà c.
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11. Äîâåäiòü, ùî êîæíå íàòóðàëüíå ÷èñëî ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

3u12v1 + · · ·+ 3uk2vk ,

äå
u1 > u2 > · · · > uk ≥ 0, 0 ≤ v1 < v2 < · · · < vk

� öiëi ÷èñëà.

12. ×è iñíóþòü òàêi íàòóðàëüíi ÷èñëà a1 < a2 < · · · < a100, ùî

(a1, a2) > (a2, a3) > · · · > (a99, a100).

(×åðåç (a, b) ïîçíà÷à¹òüñÿ íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ÷èñåë a i b.)

13. Äîâåäiòü, ùî êîæíå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòè ÿê ðiçíèöþ äâîõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ùî ìàþòü
îäíàêîâó êiëüêiñòü ïðîñòèõ äiëüíèêiâ. (Êðàòíiñòü ïðîñòèõ äiëüíèêiâ íå âðàõîâó¹òüñÿ.)

14. ×è iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî n, ùî äåñÿòêîâèé çàïèñ ÷èñëà 2n ïî÷èíà¹òüñÿ íà 5, à 5n � íà 2?

15. Íåñêií÷åííà àðèôìåòè÷íà ïðîãðåñiÿ a1, a2, . . . , ùî ñêëàäåíà ç íàòóðàëüíèõ ÷èñåë òàêà, ùî äëÿ
äîâiëüíîãî n äîáóòîê an · an+31 äiëèòüñÿ íà 2005. ×è ïðàâäà, ùî âñi ÷ëåíè ïðîãðåññi¨ äiëÿòüñÿ íà
2005?

16. Çíàéòè âñi íàòóðàëüíi n, ó ÿêèõ ¹ ðiâíî 16 äiëüíèêiâ d1, d2 · · · , d16 òàêèõ, ùî 1 = d1 < d2 < · · · <
d16 = n, d6 = 18 i d9 − d8 = 17.

17. Äîâåäiòü, ùî ç äîâiëüíèõ øåñòè ÷îòèðèçíà÷íèõ ÷èñëà, âçà¹ìíî ïðîñòèõ â ñóêóïíîñòi, ìîæíà
âèáðàòè ï'ÿòü, òàêîæ âçà¹ìíî ïðîñòèõ â ñóêóïíîñòi.

18. Íà øàëüêè òåðåçiâ ïîêëàëè ãèði âàãîþ 1, 2, . . . , 100 òàê, ùî ¹ ðiâíîâàãà. Äîâåäiòü, ùî ìîæíà
çíÿòè ïî äâi ãèði ç îáîõ øàëüîê òàê, ùî ðiâíîâàãà íå ïîðóøèòüñÿ.
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