
Ðàõóíêîâi ìåòîäè â ãåîìåòði¨

Îëiìïiàäíi çàäà÷i ç ãåîìåòði¨ ÷àñòî ðîçâ'ÿçóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ äîâåäåííÿ òèõ ÷è iíøèõ
àëãåáðà¨÷íèõ òîòîæíîñòåé. Îñíîâíèìè çàñîáàìè ó öüîìó ìîæóòü ñëóãóâàòè:

• òåîðåìà Ôàëåñà;

• òåîðåìà Ìåíåëàÿ, ×åâè, êóòîâà ôîðìà òåîðåìè ×åâè;

• òåîðåìà ñèíóñiâ;

• òåîðåìà êîñèíóñiâ;

• òðèãîíîìåòðè÷íi òîòîæíîñòi;

• ñòåïiíü òî÷êè òà òåîðåìà ïðî êâàäðàò äîòè÷íî¨.

Òåîðåìà 1. Íåõàé A, B, C, D � äîâiëüíi òî÷êè ïëîùèíè. Äîâåäiòü, ùî AC ⊥ BD òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè AB2 −BC2 = AD2 −DC2.

Íàñëiäîê 1. Íåõàé ω1 i ω2 � êîëà ç öåíòðàìè O1 òà O2 âiäïîâiäíî (O1 6= O2). Äîâåäiòü, ùî
AB ⊥ O1O2 òîäi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè p(A, ω1) − p(A, ω2) = p(B,ω1) − p(B,ω2). (p(X,ω) �
ñòåïiíü òî÷êè X âiäíîñíî êîëà ω).

Çàäà÷à 1. ×îòèðèêóòíèê ABCD òàêèé, ùî AB = AC = BD. Òî÷êà P � ïåðåòèí éîãî äiàãîíà-
ëåé, I òà O � öåíòðè îïèñàíîãî òà âïèñàíîãî êië òðèêóòíèêà ABP âiäïîâiäíî, ïðè÷îìó I òà O
íå ñïiâïàäàþòü. Äîâåäiòü, ùî OI ⊥ CD.

Òåîðåìà 2. ßêùî α + β = γ + δ < π òà

sinα

sinβ
=
sinγ

sinδ

òî α = γ òà β = δ.

Âïðàâà 1. Íåõàé AK � ÷åâiàíà òðèêóòíèêà ABC. Äîâåäiòü, ùî

sin∠BAK
sin∠KAC

=
KB · AC
KC · AB

Çàäà÷à 2. Äîòè÷íi äî îïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà ABC â òî÷êàõ B òà C ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi
S. Äîâåäiòü, ùî AS � ñèìåäiíà òðèêóòíèêà ABC.

Çàäà÷à 3. Íà áiñåêòðèñi AL òðèêóòíèêà ABC âèáðàíi òî÷êè K òà M . Ïðÿìi BK òà CM ïåðå-
òèíàþòüñÿ â òî÷öi P , à ïðÿìi CK òà BM � â òî÷öi Q. Äîâåäiòü, ùî ∠PAB = ∠QAC.

Çàäà÷à 4. Â ãîñòðîêóòîìó òðèêóòíèêó ABC âèñîòè AH1, BH2, CH3 ïåðåòèíàþòüñÿ â îðòîöåí-
òði H. Ïåðïåíäèêóëÿð ç H íà H1H3 ïåðåòèíà¹ ïðÿìó AB â P , à ïåðïåíäèêóëÿð ç H íà H1H2

ïåðåòèíà¹ ïðÿìó AC â Q. Äîâåäiòü, ùî ïåðïåíäèêóëÿð ç A íà H2H3 äiëèòü âiäðiçîê PQ íàâïië.

Çàäà÷à 5. (IMO SL 2016 G2) Äàíî òðèêóòíèê ABC ç îïèñàíèì êîëîì Γ i iíöåíòðîì I. Íåõàé
M � ñåðåäèíà BC. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç D ïåðïåíäèêóëÿð ç I íà BC. Ïðÿìà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç
I ïåðïåíäèêóëÿðíî AI ïåðåòèíà¹ ñòîðîíè AB i AC â òî÷êàõ F i E âiäïîâiäíî. Íåõàé îïèñàíå
êîëî òðèêóòíèêà AEF ïåðåòèíà¹ Γ âäðóãå â X. Äîâåäiòü, ùî ïðÿìi XD òà AM ïåðåòèíàþòüñÿ
íà Γ.

Çàäà÷à 6. Áiñåêòðèñè AL i BK ïåðåòèíàþòü îïèñàíå êîëî òðèêóòíèêà ABC â òî÷êàõ P i Q.
Äîâåäiòü, ùî äîòè÷íà äî îïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà ABC â òî÷öi C, ïðÿìi LK i PQ ïåðåòèíà-
þòüñÿ â îäíié òî÷öi.



Äîäîìó

Çàäà÷à 1. Âïèñàíå êîëî ω òðèêóòíèêà ABC ç öåíòðîì â I äîòèêà¹òüñÿ ñòîðií BC, AC AB
â òî÷êàõ A′, B′ òà C ′. Ïðÿìà A′I âäðóãå ïåðåòèíà¹ B′C ′ â òî÷öi M . Äîâåäiòü, ùî ïðÿìà AM
ìiñòèòü ìåäiàíó òðèêóòíèêà ABC.

Çàäà÷à 2. ÍåõàéM � äîâiëüíà âíóòðiøíÿ òî÷êà áiñåêòðèñè AL òðèêóòíèêà ABC. ×åðåç òî÷êó
L ïðîâåäåíî äîâiëüíó ïðÿìó, ÿêà ïåðåòèíà¹ ñòîðîíó AB â òî÷öi P , à ïðîäîâæåííÿ ñòîðîíè AC
çà òî÷êó C � ó òî÷öi Q. Íåõàé N � òî÷êà ïåðåòèíó ïðÿìèõ BM i LQ, à K � òî÷êà ïåðåòèíó
ïðÿìèõ BC i PQ. Äîâåäiòü, ùî ∠NAL = ∠KAL.

Çàäà÷à 3. Íåõàé H � îðòîöåíòð òðèêóòíèêà ABC. Ïðÿìà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç H, ïåðåòèíà¹
ñòîðîíè AC òà AB â òî÷êàõ M òà N âiäïîâiäíî. Îïèñàíå êîëî ω òðèêóòíèêà MNA âäðóãå
ïåðåòèíà¹ îïèñàíå êîëî òðèêóòíèêà ABC â òî÷öi P . Ïðÿìà PH âäðóãå ïåðåòèíà¹ ω â òî÷öi Q.
Äîâåäiòü, ùî MN ⊥ AQ.

Çàäà÷à 4. Íåõàé ω � îïèñàíå êîëî ðiçíîñòîðîííüîãî òðèêóòíèêà ABC. Äîòè÷íà äî ω â òî÷öi
B ïåðåòèíà¹ áiñåêòðèñó êóòà C â òî÷öi K. Áiñåêòðèñà çîâíiøíüîãî êóòà C âäðóãå ïåðåòèíà¹ ω â
òî÷öi L. Ïðÿìi AC òà BL ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi M . Äîâåäiòü, ùî âiäðiçîê AB äiëèòüñÿ íàâïië
ïðÿìîþ MK.


