
1

7-й Київський турнiр математичних боїв iменi Лесi Рубльової

Математичний бiй № 2
Старша лiга

Група А
Умови та розв’язки

1. Нехай x, y, z та a, b, c – додатнi дiйснi числа, для яких справджуються рiвностi x +
y + z = a + b + c та xyz = abc. Вiдомо, що max{x, y, z} ≥ max{a, b, c}. Довести нерiвнiсть:
ab+ bc+ ca ≥ xy + yz + zx.

Розв’язання. Без обмеження загальностi будемо вважати, що x ≥ y ≥ z та a ≥ b ≥ c.
За умовою x ≥ a. Розглянемо двi кубiчнi функцiї P (t) = (t − x)(t − y)(t − z) та Q(t) =
(t − a)(t − b)(t − c). Оскiльки t = a найбiльший корiнь рiвняння Q(t) = 0, то Q(t) ≥ 0
∀t ≥ a, тому Q(x) ≥ 0. Зауважимо, що з умов задачi випливає, що P (t)−Q(t) = (α− β)t,
де α = xy+yz+zx, β = ab+bc+ca. Але це означає, що −Q(x) = P (x)−Q(x) = (α−β)x ≤ 0,
тобто α ≤ β, що й треба було довести.

2. Послiдовнiсть натуральних чисел (an) задовольняє такi умови: вона монотонно зро-
стаюча, а також для будь-якої четвiрки iндексiв 1 ≤ i < j ≤ k < l, якi задовольняють
умову i + l = j + k, виконується нерiвнiсть ai + al > aj + ak. Знайти найменше можливе
значення члена послiдовностi a2010.

Вiдповiдь: 2019046.
Розв’язання. Оскiльки a2 − a1 ≥ 1, та з умови an+2 − an+1 ≥ (an+1 − an) + 1, яка

випливає з умов задачi, якщо вибрати таку четвiрку iндексiв: (n, n+ 1, n+ 1, n+ 2). Далi
легко показати ММI, що an+1− an ≥ n⇒ an+1 ≥ an +n, оскiльки a1 ≥ 1, то можна додати
цi нерiвностi ak+1 ≥ ak + k при k = 1, n− 1 ⇒

(an + an−1 + . . .+ a3 + a2) ≥ (an−1 + an−2 + . . .+ a2 + a1) + ((n− 1) + (n− 2) + . . . 1) ⇒

an ≥ a1 +
(n− 1)n

2
≥ 1 +

1

2
(n2 − n) =

1

2
(n2 − n+ 2).

Перевiримо, що послiдовнiсть an = 1
2
(n2 − n + 2) задовольняє умови задачi. Тобто треба

для довiльних 1 ≤ i < j ≤ k < l, якi задовольняють умову i+ l = j+k, перевiрити вiрнiсть
нерiвностi ai + al > aj + ak. Для цiєї послiдовностi треба перевiрити, що справджується
така умова i2 + l2 > j2 +k2. Позначимо i+ l = j+k = 2d, тодi i = d−y, l = d+y, j = d−x,
k = d+ x, при цьому 0 ≤ x < y ⇒

i2 + l2 − j2 − k2 = (d− y)2 + (d+ y)2 − (d− x)2 − (d+ x)2 = 2y2 − 2x2 > 0,

що й треба було довести. Таким чином найменше значення a2010 досягається для знайденої
послiдовностi, i ми маємо, що цей мiнiмум дорiвнює: 1

2
(20102 − 2010 + 2) = 2019046.

3. Нехай зовнiвписанi кола трикутника ABC дотикаються до сторiн AB, BC i CA у
точкахM,N,P вiдповiдно. Позначимо I, O вiдповiдно iнцентр та центр описаного навколо
4ABC кiл. Довести, що якщо точки A,M,N, P циклiчнi, то:

а) точки M,P, I колiнеарнi;
б) точки I, O,N колiнеарнi.
Розв’язання. За теоремою Карно перпендикуляри у точках M,N,P вiдповiдно до

сторiн AB, BC i CA перетинаються у деякiй точцi X. Тодi чотирикутник APXM – вписа-
ний, коло, що описане навколо 4APM перетинає перпендикуляр до BC у точцi N вiдразу
у двох точках – N та X, тобто X = N , при цьому AN – дiаметр цього кола.
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а) Позначимо центри звонiвпи-
саних кiл через IA, IB та IC , то-
дi твердження випливає з теореми
Паппа для трiйок точок IC , A, IB
та B,N,C.
б) Нехай вписане коло дотика-

ється сторiн AB та AC вiдповiд-
но у точках R та Q. Тодi середин-
нi перпендикуляри до сторiн AB
та AC спiвпадають з серединни-
ми перпендикулярами до вiдрiзкiв
RM та PQ вiдповiдно. Тому вони
перетинаються у серединi вiдрiзку
IN . Твердження доведене.

4. У трапецiї ABCD з основами
BC та AD рiвнi вiдрiзки AD =
BD = CD та ∠BCD = 72◦. На дi-
агоналi BD вибирається точка K,
для якої AK = AD. Точка M –
середина сторони CD, N – точка
перетину прямих AM та BD. До-
вести, що BK = ND.

Розв’язання. Нехай BC = a, AD = BD =
CD = b, K1 = AC ∩ BD. ∠ADC = 108◦. З рiв-
ностi заданих вiдрiзкiв ∠CAD = ∠ACD = 36◦,
аналоiгчно ∠CBD = ∠BCD = 72◦ ⇒ ∠BDC =
36◦ ⇒ ∠ADB = ∠ADC − ∠BDC = 72◦ ⇒
∠AK1D = 72◦, тобто4ADK1 – рiвнобедренний,
тому AD = AK1 = AK ⇒ K = K1. За кута-
ми та однаковою стороною 4AKD = 4BCD
⇒ KD = BC = a ⇒ BK = b − a. Оскiльки
4BKC ∼ 4AKD ⇒ BC

AD
= BK

KD
= KC

AK
⇒ a

b
= b−a

a

⇒ b2 − ab− a2 = 0.
Проведемо CF ‖ BD, так що CF = BD. Точка L – перетин прямих AM та CF .

ПозначимоDN = x, оскiльки4AKN ∼ 4ACL⇒ CL
KN

= AC
AK

= a+b
b
, оскiльки KC

AK
= a

b
. Тому

KN = CL · b
a+b

. Оскiльки4NDM = 4CML, то CL = DN . Тому a−DN = KN = DN · b
a+b

⇔ DN = a(a+b)
2b+a

= a2+ab+2(b2−ab−a2)
2b+a

= b(2b+a)−a(2b+a)
2b+a

= b− a = BK, що й треба було довести.

5. Задано m ≥ 2 та m натуральних чисел a1, a2, . . . , am. Довести, що iснує нескiнченно
багато натуральних n, для яких число a1 · 1n + a2 · 2n + . . .+ am ·mn є складеним.

Розв’язання. Нехай p – простий дiльник числа a1 +2a2 + . . .+mam, тодi за теоремою
Ферма ∀k ≤ m ми маємо, що kp ≡ k (mod p). Застосувавши метод математичної iндукцiї,
отримаємо, що для довiльного натурального n kp

n ≡ k (mod p) (kpn ≡ (kp
n−1

)p ≡ kp ≡ k
(mod p)). Тодi ∀n ∈ N

a1 · 1p
n

+ a2 · 2p
n

+ . . . am ·mpn ≡ a1 + 2a2 + . . .+mam ≡ 0 (mod p),

а тому число a1 · 1p
n

+ a2 · 2p
n

+ . . . am ·mpn не є простим.

6. Розв’язати в натуральних числах a, b рiвняння (a− b)a+b = aa.
Вiдповiдь: a = 8, b = 4.
Розв’язання. Нехай d = (a, b), тодi a = dx, b = dy, тодi вихiдне рiвняння набуває

такого вигляду: db(x−y)a+b = xa. Оскiльки (x, y) = (x, x−y) = 1, то x−y = ±1 та db = xa.
Продовжимо перетворення i одержимо, що dy = xx або dx±1 = xx. Легко зрозумiти, що
d = 1 = x не дає розв’язкiв початкового рiвняння.
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Нехай p – простий дiльник d, а тому й x. Припустимо, що pα||d (це позначення макси-
мального степеня, на яке дiлиться вiдповiдне число, аналогiчнi позначення мають такий
вигляд ord p = α) та pβ||x. Тодi для виконання рiвностi ми маємо таку умову: α(x±1) = βx.
Оскiльки (x, x± 1) = 1, то x|α. Покладемо α = xγ, тодi ми одержимо, що γ(x± 1) = β.

Якщо γ(x + 1) = β, то ми маємо такi спiввiдношення x + 1 = kpβ + 1 > β i рiвнiсть
неможлива.

Якщо γ(x− 1) = β, то при умовi β > 1 ми також маємо, що x− 1 = kpβ − 1 ≥ 2β − 1 >
β, i рiвнiсть також неможлива. Залишається єдина можливiсть β = 1. Це означає, що
γ(x− 1) = 1 ⇒ γ = 1 та x = 2. Далi послiдовно знаходимо α = 2, p = 2, d = 4, y = 1, a = 8
та b = 4.

Перевiркою переконуємось, що ця вiдповiдь задовольняє умову.

7. На дошцi записанi n натуральних чисел, n ≥ 2. За один крок дозволяється вибрати
будь-якi два числа i замiсть кожного з них записати їхню суму. Визначити, при яких n
завжди можна досягти ситуацiї, коли пiсля скiнченної кiлькостi крокiв усi числа, записанi
на дошцi, виявляться рiвними?

Вiдповiдь: n – парне.
Розв’язання. Якщо розглянути такий кортеж (2,2,1,1,1,. . . , 1,1) для n ≥ 3, то оче-

видним стає той факт, що максимальних елементiв завжди у наборi буде парна кiлькiсть.
Таким чином непарнi значення n не задовольняють умову. Покажемо, що усi парнi значе-
ння n задовольняють умову. Доведення проведемо ММI. Для n = 2 усе очевидно. Нехай
твердження справджується для деякого парного значення розглянемо наступне значен-
ня. За припущенням iндукцiї будь-яку початкову позицiю ми можемо перетворити у таку
(a, a, . . . , a︸ ︷︷ ︸

n−2

, b, b). Якщо a = b все доведено. Розглянемо тепер тi типи дiй, якi ми завжди

можемо застосувати до такого кортежу: (a, a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
k

, b, b, . . . , b︸ ︷︷ ︸
n−k

). Тут k завжди парне i може

вiдрiзнятись вiд початкового k = n− 2.
Дiя α: (a, a, . . . , a︸ ︷︷ ︸

k

, b, b, . . . , b︸ ︷︷ ︸
n−k

)→ (2a, 2a, . . . , 2a︸ ︷︷ ︸
k

, b, b, . . . , b︸ ︷︷ ︸
n−k

);

Дiя β: (a, a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
k

, b, b, . . . , b︸ ︷︷ ︸
n−k

)→ (a, a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
k

, 2b, 2b, . . . , 2b︸ ︷︷ ︸
n−k

);

Дiя γ1: (a, a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
k

, b, b, . . . , b︸ ︷︷ ︸
n−k

)→ (a+ b, a+ b, . . . , a+ b︸ ︷︷ ︸
2k

, b, b, . . . , b︸ ︷︷ ︸
n−2k

) (k ≤ n− k);

Дiя γ2: (a, a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
k

, b, b, . . . , b︸ ︷︷ ︸
n−k

)→ (a, a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
2k−n

, a+ b, a+ b, . . . , a+ b︸ ︷︷ ︸
2(n−k)

) (k ≥ n− k).

Для описання нашої процедури подамо натуральне число у такому виглядi c = 2P (c)N(c),
де P (c) ≥ 0, N(c) – непарне.

Застосовуємо до набору (a, a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
k

, b, b, . . . , b︸ ︷︷ ︸
n−k

):

дiю α, якщо P (a) < P (b);
дiю β, якщо P (a) > P (b);
дiю γ1 або γ2, якщо P (a) = P (b), тодi зрозумiло, що N(a) 6= N(b).
При виконаннi дiй α, β числа N(a), N(b) не змiнюються, а числа P (a), P (b) стають

ближчими одне до iншого. Дiї γ1 або γ2 змiнюють числа N(a), N(b) таким чином: N(a)→
1
2n (N(a) +N(b)) або N(b)→ 1

2n (N(a) +N(b)).
Таким чином при застосуваннi наших процедур вийде, що значення max = {N(a), N(b)}

є не зростаючою величиною. Тому вона стане сталою пiсля скiнченої кiлькостi крокiв.
В цей момент або N(a) ≥ N(b), або N(a) ≤ N(b). Це виключає в подальшому мо-
жливiсть застосування операцiї γ1 або γ2. Таким чином, ми одержимо деякий кортеж
(a, a, . . . , a, b, b, . . . , b) i далi вже можна буде застосовувати лише операцiї α чи β. Застосу-
вавши їх вiдповiдну кiлькiсть разiв ми одержимо набiр (a′, a′, . . . , a′, b′, b′, . . . , b′), у якого
P (a′) = P (b′), бо рiзниця мiж ними зменшується. Таким чином ми одержали набiр, до



4

якого не можна далi застосувати жодну з чотирьох наведених дiй. Але це можливе лише
за умови a′ = b′, тобто усi числа рiвнi, що й треба було довести.

8. У кожнiй клiтинi квадратної таблицi 2010×2010 стоїть знак «+» або «−». За один хiд
дозволяється одночасно помiняти на протилежнi знаки в усiх клiтинах деякого рядка та
деякого стовпчика (знак у клiтинi, що розташована на перетинi обраних рядка та стовпчи-
ка, змiнюється на протилежний). Чи можна при будь-якому початковому розташуваннi
знакiв за скiнченну кiлькiсть крокiв одержати таблицю, що заповнена лише знаками «+»?

Вiдповiдь: Так, можна при будь-якому.
Розв’язання. Будемо називати (k, l)-ходом, або ходом у (k, l) клiтину такий хiд, при

якому мiняються на протилежнi усi знаки у k-му рядку та l-му стовпчику, тобто у тому
рядку та стовпчику, де розташована обрана клiтина.

Назвемо (k, l)-процедурою послiдовнiсть з 4019 таких ходiв у кожну клiтину k-го рядка
та l-го стовпчика. Покажемо, що при застосуваннi (k, l)-процедури знак у (k, l)-клiтинi
змiниться на протилежний, а у рештi клiтин – не змiниться.

Справдi, у самiй (k, l)-клiтинi знак змiнюється пiсля кожного ходу (k, l)-процедури,
тобто непарну кiлькiсть разiв. У кожнiй iншiй клiтинi k-стовпчика та l)-радка знак змi-
нюється 2010 разiв. В усiх iнших клiтинах таблицi при використаннi (k, l)-процедури знак
юуде змiнюватись двiчi, а саме в (i, j)-клiтинi знак помiняється пiд час ходiв (k, j) та (i, l).
Таким чином можна помiняти знак у кожнiй клiтинi, де з самого початку стояв знак ”-”.

Математичний бiй № 1
Старша лiга

Група Б
Умови та розв’язки

1. Задача № 1 старша лiга група "А"

2. Знайти усi функцiї f : R→ R, для яких для усiх дiйсних x, y виконується рiвнiсть:

f(x)f(y)− f(xy) = x+ y.

Вiдповiдь: f(x) = x+ 1.
Розв’язання. Зробимо такi пiдстановки:
x = y = 0 ⇒ (f(0))2 − f(0) = 0, звiдси f(0) = 0 або f(0) = 1.
y = 0 ⇒ f(x)f(0) − f(0) = x для кожного дiйного x. Звiдси f(0) 6= 0, тому f(0) = 1 i

вiдповiдно f(x) = x+ 1.
Перевiркою переконуємось, що ця функцiя задовольняє умови, i тому є шуканим розв’яз-

ком.

3. Всерединi квадрата зi стороною 38 розташованi 100 опуклих багатокутникiв, кожний
з яких має площу не бiльше за π та периметр не бiльше за 2π. Довести, що всерединi цього
квадрата можна розташувати круг радiуса 1, який не перетинається з жодним з опуклих
багатокутникiв.

Розв’язання. Центр круга повинен бути розташо-
ваний у квадратi зi стороною 36, сторони якого вiд-
стоять на 1 вiд сторiн заданого квадрату. Як лег-
ко зрозумiти, то усi точки якi вiдстоять вiд зада-
ного опуклого багатокутника T на вiдстань 1, зада-
ють опуклу фiгуру Q, як показано на рисунку. То-
дi їх площi та периметри пов’язанi такою рiвнiстю:
S(Q) = S(T ) + P (T ) · 1 + π ≤ 4π. Оточимо кожний
iз заданих 100 опуклих багатокутникiв таким одини-
чним околом, i оцiнимо площу усiх таких багатоку-
тникiв. Вона не перевищує 400π.
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Оскiльки 400π < 362, то буде точка, яка не покрита жодним околом. Тому, можемо
побудувати круг з центром у цiй точцi i вiн буде вiльний вiд точок заданих 100 багатоку-
тникiв та розташована всерединi квадрату. Що й треба було довести.

4. Задача № 4 старша лiга група "А"

5. Задача № 5 старша лiга група "А"

6. Задача № 6 старша лiга група "А"

7. На площинi задано декiлька точок, жоднi три з яких не лежать на однiй прямiй.
Деякi з цих точок з’єднанi вiдрiзками таким чином, що з будь-якої точки цiєї множини
можна по проведених вiдрiзках попасти у будь-яку iншу точку цiєї множини, не переска-
куючи при цьому всерединi вiдрiзка на iнший вiдрiзок. Чи завжди з цiєї множини можна
видалити одну точку разом з усiма вiдрiзками, якi виходять з цiєї точки, таким чином,
щоб залишилась властивiсть, що з будь-якої точки множини можна попасти у будь-яку
iншу по тих вiдрiзках, що залишились у цiй множинi?

Вiдповiдь: так.
Розв’язання. Спочатку будемо по черзi видаляти вiдрiзки доти, доки граф залиша-

ється зв’язним. В ситуацiї, коли вже не можна видалити жодного вiдрiзку, обов’язково є
точка, з якої проведений рiвно 1 вiдрiзок. Якщо це не так, тобто з кожної точки проведено
принаймнi 2 вiдрiзки, то у цьому графi є цикл. Виходимо з будь-якої точки по довiльному
вiдрiзку i далi при заходi у будь-яку точка можна вийти з неї по iншому вiдрiзку. Так
робимо, доки в цьому маршрутi не повториться якась точка, таким чином i утвориться
цикл. Але зрозумiло, що якщо з циклу прибрати будь-яку ланку, то граф залишиться
зв’язним. А якщо у графi немає жодного циклу, то це дерево i є вершини (листя) з яких
виходить рiвно 1 вiдрiзок. Якщо цю вершину прибрати, то властивiсть зв’язностi графа що
залишився зберiгається, таким чином, нам з самого початку треба прибрати цю вершину.

8. Задача № 8 старша лiга група "А"

Математичний бiй № 1
Старша лiга

Група В
Умови та розв’язки

1. Задача № 1 старша лiга група "А"

2. Задача № 2 старша лiга група "Б"

3. Всерединi квадрата ABCD обрали довiльну точку K.
Через вершини A, B, C i D провели перпендикуляри до
прямих BK, CK, DK та AK вiдповiдно. Доведiть, що усi
цi чотири перпендикуляри перетинаються в однiй точцi.
Розв’язання. Розглянемо поворот квадрата на 90◦, при
якому прямi AK, BK, CK та DK перейдуть у проведенi
перпендикуляри DD1, AA1, BB1 та CC1 вiдповiдно (рис).
При цьому точка K перейде у спiльну точку усiх цих пер-
пендикулярiв.

4. У трикутнику ABC проведенi бiсектриси AT та BP , а також висота CH. Вiдомо,
що середина вiдрiзка CH належить вiдрiзку PT . Знайти значення cos ∠A+ cos ∠B.

Вiдповiдь: 1.
Розв’язання. Позначимо сторони та кути трикутника a, b, c та α, β, γ вiдповiдно.

Легко помiтити, що нi кут α, нi кут β не може бути тупим (тодi б вiдрiзки CH i PT не
перетиналися) або прямим (тодi PT перетинав би CH не в серединi). Тому cosα > 0 та
cos β > 0.
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Помiстимо у вершини трикутника вiдповiднi маси: A → a cos β , B → b cosα, C →
c(cosα + cos β). Тодi центр мас точок A(a cos β) та C(c cos β) буде точка P ((a + c) cos β),
аналогiчно центр мас точок B(b cosα) та C(c cosα) буде точка T ((b+ c) cosα).

Тому центром ваги усiх вершин трикутника буде точка, що
належить вiдрiзку PT . З iншого боку, оскiльки a cos β +
b cosα = c, то H(c) буде центр ваги точок A(a cos β) та
B(b cosα), тобто центр ваги знаходиться на вiдрiзку CH. Та-
ким чином, центром мас є точка K = TP ∩ CH. Оскiльки
CK = KH, то у точках H(c) та C(c(cosα + cos β)) зiбранi
однаковi маси, тому cosα + cos β = 1.

5. Число abc – просте. Доведiть, що число b2 − 4ac не є ква-
дратом натурального числа.
Розв’язання. Припустимо, що b2−4ac = n2, тодi квадратне
рiвняння ax2 + bx+ c = 0 має рацiональнi коренi −b±n

2a
. Тому

N = 4a(ax2 + bx+ c) = (2ax+ b+ n)(2ax+ b− n).

якщ0о тепер пiдставити в цю рiвнiсть число x = 10, то ax2 + bx + c = abc, звiдки N =
(20a+ b+n)(20a+ b−n) дiлиться на просте число abc, але тодi 20a+ b+n ≥ 100a+10b+ c,
що неможливо, оскiльки n < b. Одержана супреречнiсть завершує доведення.

6. Задача № 6 старша лiга група "А"

7. Задана таблиця 3× 3, в яку злiва направо у першому рядку записанi числа 1, 2, 3, у
другому рядку записанi злiва направо 4, 5, 6 i у третьому рядку – злiва направо числа 7, 8,
9. За один хiд дозволяється вибрати в цiй таблицi довiльний квадратик 2×2 i збiльшити у
ньому деякi два числа, що стоять по дiагоналi, на 1, а два iнших числа, що також стоять
по дiагоналi, – зменшити на 1. Яка найбiльша кiлькiсть однакових чисел може стояти у
цiй таблицi пiсля декiлькох таких ходiв?
Вiдповiдь: 6.
Розв’язання. Пiсля кожного ходу сума чисел у кожному
рядку та стовпчику не змiнюються. Суми по рядках скла-
дають 6, 15 та 24, а по стовпчиках – 12, 15 та 18 вiдповiдно,
i вони протягом ходiв не змiнюються. Припустимо, що там
утворилося принаймнi 7 рiвних чисел, позначимо їх через
a. Решта два числа розташованi у рiзних рядках та стов-
пчиках, бо iнакше будуть два рядки чи стовпчики з трьох
однакових чисел a, а тому i суми там були б рiвними, чого
не повинно бути.

Але тодi для цих чисел, вiдмiнних вiд a у рядках та стовпчиках повиннi бути рiвними
суми чисел. Тобто повинно iснувати двi пари рядкiв та стовпчикiв з рiвними сумами, а
така пара iснує лише одна. Одержана суперечнiсть показує, що бiльше за 6 рiвних чисел
утворитись не може.

Для 6 рiвних чисел треба навести приклад. Один з таких прикладiв на рис.

8. На дошцi записано декiлька натуральних чисел. За один хiд дозволяється витерти
два довiльних числа a, b та записати замiсть них їхнi НСК [a, b] та НСД (a, b), за умови, що
принаймнi одне з цих чисел вiдмiнне i вiд a, i вiд b. Доведiть, що через скiнченну кiлькiсть
крокiв вже не можна буде зробити жодного ходу.

Розв’язання. Оскiльки добуток чисел на дошцi не змiнюється, то якщо одне з чисел
не спiвпадає нi з a, нi з b, то друге число також вiдмiнно вiд них. Покажемо, що при
кожному ходi на дошцi збiльшується сума чисел, якi на нiй записанi. Дiйсно, нехай замiсть
пари a, b на дошцi записується a1, b1, при цьому без обмеження загальностi будемо вважати,
що a1 > a > b > b1, оскiльки [a, b] ≥ a, а за наших умов [a, b] > a. Крiм того, a 6= b, оскiльки
для рiвних чисел пара чисел не змiнюється, що також неможливо за умовою.
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Доведемо, що при кожному ходi збiльшується сума записаних на дошцi чисел. Нехай
S = ab = a1b1, покажемо, що a1 + b1 > a + b. Зробимо низку еквiвалентних перетворень:
a1−a > b−b1⇔ a1−a > S

a
− S

a1
⇔ a1−a > S(a1−a)

aa1
⇔ 1 > S

aa1
⇔ aa1 > S, а остання нерiвнiсть

виконується, оскiльки a1a > a1b1 = S. Таким чином доведено, що сума чисел збiльшується
при кожному ходi. Але при постiйному добутку сума не може збiльшуватись нескiнченно
довго, завжди є максимум, який вона може досягти. Якщо добуток n натуральних чисел
постiйний i дорiвнює P , то жодне з цих чисел не перевищує P , а отже їхня сума обмежена
й не перевищує nP . Таким чином через скiнченну кiлькiсть крокiв не можна буде зробити
жодного ходу.

Математичний бiй № 1
Середня лiга

Група А
Умови та розв’язки

1. Знайти усi натуральнi n, для яких вираз xn + yn + zn є сталим для усiх x, y, z ∈ R,
що задовольняють умови x+ y + z = 0 та xyz = 1.

Вiдповiдь: n = 1 та n = 3.
Розв’язання. Позначимо через Sn = xn+yn+ zn. Для n = 1 усе очевидно за умовою.
Якщо n = 3 маємо S3 = (x+ y + z)(x2 + y2 + z2 − xy − yz − xz) + 3xyz = const.
Таким чином залишається розглянути решту натуральних n. Для цього розглянемо

такi двi трiйки (x, y, z), якi задовольняють умови:
(
− 1

3√2
,− 1

3√2
, 3
√

4
)

та
(

1+
√

5
2
, 1−

√
5

2
,−1

)
.

Перевiримо, що усi Sn на цих наборах рiзнi. Дiйсно, Sn для другого набору завжди цiле
число (оскiльки 1±

√
5

2
– коренi рiвняння x2 = x + 1, то (1±

√
5

2
)n = (1±

√
5

2
)n−1 + (1±

√
5

2
)n−2 i

Sn = Sn−1 + Sn−2 + (−1)n – завжди цiле), а от для iншого набору цiле лише при n = 1 та
n = 3, бо дорiвнює

(
3
√

4
)n

+ 2 ·
(
− 1

3√2

)n
.

2. Задача № 2 старша лiга група "А"

3. Задача № 3 старша лiга група "А"

4. Задача № 4 старша лiга група "А"

5. Задача № 5 старша лiга група "А"

6. Знайти усi такi натуральнi n ≥ 2 та усi попарно рiзнi простi числа p, q, r, якi мають
таку властивiсть: як тiльки для деяких попарно рiзних цiлих чисел a1, a2, . . . , an викону-
ється умова, що кожна рiзниця aj − ak при 1 ≤ j < k ≤ n дiлиться принаймнi на одне з
простих чисел p, q, r, то одне з цих чисел p, q, r дiлить кожну з наведених рiзниць aj − ak
при 1 ≤ j < k ≤ n.

Вiдповiдь: n = 2, p, q, r – довiльнi рiзнi простi числа.
Розв’язання. Якщо n = 2, то твердження задачi очевидне для довiльних простих

p, q, r.
Покажемо, що результат хибний для усiх n ≥ 3. Нехай n = 3 i p < q < r – простi числа.

Покладемо a1 = 1, a2 = r + 1. Розглянемо такi числа (r + jq), j = 1, p. Одне з цих чисел
дiлиться на p, скажемо, що це число r + lq. Нехай тодi число a3 = r + lq + 1. Тодi число
a3 − a1 = r + lq дiлиться на p, рiзниця a3 − a2 = lq дiлиться на q, i рiзниця a2 − a1 = r
дiлиться на r. Зрозумiло, що жодне з чисел p, q, r не дiлить кожну з рiзниць.

Для n > 3 розглянемо значення a1, a2, a3 як i ранiше, а число aj = pqr(j−3)+1 ∀j ≥ 4.
Легко показати, що кожна з рiзниць aj−ak дiлиться принаймнi на одне з чисел p, q, r, але
жодне з цих чисел p, q, r не дiлить кожну з наведених рiзниць.

7. Задача № 7 старша лiга група "Б"

8. Задача № 8 старша лiга група "А"

Математичний бiй № 1
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Середня лiга
Група Б

Умови та розв’язки

1. Задача № 1 середня лiга група "А"

2. Дiйснi числа a, b задовольняють умову a3+b3 = 8−6ab. Яких значень може набувати
сума a+ b?

Вiдповiдь: 2 та −4.
Розв’язання. Оскiльки a3 + b3 = (a + b)3 − 3ab(a + b), то задану в умовi рiвнiсть

можна переписати у виглядi

(a+ b)3 − 8− 3ab(a+ b) + 6ab = 0 ⇔

(a+ b− 2)(a2 + b2 − ab+ 2a+ 2b+ 4) = 0.

Звiдси бачимо, що або a+ b− 2 = 0 або a2 + b2 − ab+ 2a+ 2b+ 4 = 0. Перша рiвнiсть дає
першу вiдповiдь. З другою рiвнiстю зробимо такi перетворення:

a2 + b2 − ab+ 2a+ 2b+ 4 =

(
1

2
a2 − ab+

1

2
b2
)

+

(
1

2
a2 + 2a+ 2

)
+

(
1

2
b2 + 2b+ 2

)
=

=
1

2
(a− b)2 +

1

2
(a+ 2)2 +

1

2
(b+ 2)2 = 0.

Остання рiвнiсть можлива лише за умови, що a = b = −2, звiдки маємо другу вiдповiдь.

3. Задача № 3 старша лiга група "Б"

4. Задача № 4 старша лiга група "В"

5. Задача № 5 старша лiга група "В"

6. Задача № 6 середня лiга група "А"

7. Задача № 7 старша лiга група "Б"

8. Задача № 8 старша лiга група "В"

Математичний бiй № 1
Молодша лiга

Група А
Умови та розв’язки

1. Знайдiть значення виразу(
1

a
+

1

b
+

1

c

)
(a+ b+ c− 2),

якщо вiдомо, що

a+ b+ c = a2 + b2 + c2 = a3 + b3 + c3 =
2011

2010
.

Вiдповiдь: 3.
Розв’язання. Позначимо через s = a+ b+ c, тодi нам треба знайти значення виразу

P = ab+bc+ca
abc

(a+ b+ c− 2), далi визначимо через s усi цi вирази, що сюди входять.

ab+ bc+ ca =
1

2
((a+ b+ c)2 − (a2 + b2 + c2)) =

1

2
(s2 − s) =

1

2
s(s− 1).

З рiвностi a3 + b3 + c3 − 3abc = (a + b + c)(a2 + b2 + c2 − ab − bc − ca) знаходимо, що
abc = s(s−1)(s−2)

6
. Звiдси остаточно

P =
3s(s− 1)

s(s− 1)(s− 2)
(s− 2) = 3.
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Зауваження. Учасникам не треба було доводити iснування вiдповiдних чисел a, b, c, якi
задовольняють вiдповiднi умови. Ця трiйка повинна задовольняти кубiчне рiвняння

x3 − sx2 +
s(s− 1)

2
x− s(s− 1)(s− 2)

6
= 0.

Шляхом диференцiального числення можна показати, що це рiвняння має три попарно
рiзнi розв’язки, якщо s ∈ (1; 2).

2. Задача № 2 середня лiга група "Б"

3. Чи можна усю площину повнiстю замостити ква-
дратами, якi не накладаються один на iнший та серед
яких щонайбiльше є 2 рiвних?
Вiдповiдь: так.
Розв’язання. Приклад, як це можна зробити зо-

бражений на рис. Подальше заповнення усiєї площи-
ни квадратами очевидне, як i той факт, що квадрати
задовольняють умову.

4. У опуклому чотирикутнику ABCD вiдомо, що ∠DAB = ∠ABC < 90◦, а сторони
AD = 3, BC = 1. Доведiть, що DC > 2.
Розв’язання. Продовжимо сторони AD та BC до їх перети-
ну у точцi S, таким чином утворився рiвнобедрений трикутник
ASB. Нехай AS = BS = a > 3. Розглянемо 4CDS, з нерiвностi
трикутника для нього маємо CD+DS > CS, звiдси маємо, що
a−AD + CD > a−BC або a− 3 + CD > a− 1 звiдки й маємо
шукану нерiвнiсть.

5. У 8-му класi навчається 29 школярiв, серед яких бiльше нiж
15 дiвчат. Якось весь клас пiшов до театру, пiд час першого
антракту кожен хлопчик купив цукерку, а кожна дiвчинка –
морозиво. Пiд час другого антракту вже кожен хлопчик купив
морозиво, а кожна дiвчинка – цукерку. Як пiдрахували дiти, пiд
час другого антракту вони витратили на 6 гривень 20 копiйок
бiльше, нiж пiд час першого. Скiльки хлопчикiв навчається в
класi?
Вiдповiдь: 12.

Розв’язання. Нехай хлопчикiв було x, тодi дiвчат – 29 − x. Тому рiзниця у 620
копiйок виникла за рахунок того, що решта дiвчинок (тобто на скiльки їх бiльше, нiж
хлопчикiв) 29−2x заплатили за цукерку бiльше, нiж за морозиво. Тобто має мiсце рiвняння
(29− 2x)a = 620 = 22 · 5 · 31. Оскiльки число 29− 2x – натуральне i непарне, менше вiд 29,
крiм того воно дiльник числа 620. Варiант 29−2x = 1 вiдпадає через те, що x < 14. Таким
чином залишається єдина можливiсть 29 − 2x = 5, звiдки й знаходимо шукану кiлькiсть
хлопчикiв x = 12.

6. Задача № 6 середня лiга група "А"

7. Задача № 7 старша лiга група "В"

8. Задача № 8 старша лiга група "В"

Математичний бiй № 1
Молодша лiга

Група Б
Умови та розв’язки

1. Задача № 1 молодша лiга група "А"
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2. Знайдiть найменше можливе значення x, для якого виконується рiвнiсть

x = a+ b+ c = d+ e+ f,

де a, b, c, d, e, f – попарно рiзнi натуральнi числа.
Вiдповiдь: 11.
Розв’язання. Оскiльки 2x = a + b + c + d + e + f ≥ 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 21, то

x ≥ 11. А для x = 11 достатньо навести вiдповiдний приклад:

11 = 2 + 4 + 5 = 1 + 3 + 7.

3. Задача № 3 молодша лiга група "А"

4. Задача № 4 молодша лiга група "А"

5. Задача № 5 молодша лiга група "А"

6. Натуральнi числа a, b, c задовольняють рiвнiсть

a2 + b2 + 2bc = 8c2.

Доведiть, що число a – складене.
Розв’язання. Простими перетвореннями одержимо, що

a2 = (2c− b)(4c+ b).

Припустимо, що число a – просте. Тодi a2 на два множники можна розкласти лише як
a2 ·1, a ·a, 1 ·a2. Оскiльки 2c−b < 4c+b, то можливий лише варiант 2c−b = 1 та 4c+b = a2.
Звiдси випливає, що a2 + 1 = 6c. Але добре вiдомо, що квадрат по модулю 3 дає остачi 0
та 1, тому a2 + 1 не може дiлитись на 3, що суперечить останнiй рiвностi.

Зауважимо, що трiйки чисел, якi задовольняють умову, iснують. Наприклад, a = 9, b =
7, c = 5.

7. Задана таблиця n×n, в яку записанi числа 1, 2, . . . , n2 (кожне число записане рiвно 1
раз). За один хiд дозволяється вибрати в цiй таблицi довiльний квадратик 2×2 i збiльшити
у ньому деякi два числа, що стоять по дiагоналi, на 1, а два iнших числа, що також стоять
по дiагоналi, – зменшити на 1. Чи можна при деякому початковому розташуваннi чисел
у таблицi одержати таблицю, в якiй усi числа рiвнi мiж собою, якщо:

а) n = 3;
б) n = 4?
Вiдповiдь: а) так; б) нi.
Розв’язання. а) Потрiбний приклад наве-
дено на рис.

б) При таких операцiях не змiнюється сума чисел у кожному рядку та стовпчику, таким
чином, щоб подiбна операцiя вдалася, треба, щоб з самого початку сума чисел у кожному
рядку та стовпчику спiвпадали. Крiм того, наприкiнцi у таблицi усi числа однаковi, тому
сума усiх чисел повинна бути кратною 16. Але, якщо обчислити суму усiх чисел таблицi
з самого початку, то маємо, що вона дорiвнює 1 + 2 + . . .+ 16 = 136 = 17 · 8, не кратне 16.
Звiдси й випливає вiдповiдь на цей пункт.

8. Задача № 8 старша лiга група "В"


