
Графи — 2

Розминка
1. Джордж, приїхавши iз Дiснейленду, розказував, що там на зачарованому озерi є 7 остро-

вiв, з кожного з яких веде 1, 3 або 5 мостiв. Чи правда, що хоча б один з цих мостiв
обов’язково виходить на берег мiста?

2. У мiстi N вiд кожної площi вiдходить рiвно 5 вулиць, що з’єднують площi. Довести, що
кiлькiсть площ — парна, а кiлькiсть вулиць дiлиться на 5.

Задачi
Означення. Простий шлях у графi — це шлях, в якому жодне ребро не зустрiчається двiчi.

1. Дерево — це граф, у якому будь-якi двi вершини з’єднанi рiвно одним простим шляхом.

2. Довести, що при видаленнi будь-якого ребра з дерева воно перетворюється в незв’язний
граф.

3. 12 команд взяли участь у турнiрi з волейболу в один круг. Двi команди одержали рiвно по
7 очок. Довести, що знайдуться команди A, B, C такi, що A перемогла у B, B перемогла
у C, а C перемогла в A.

4. Довести, що iснує граф з 2n вершинами, степенi яких дорiвнюють 1, 1, 2, 2, . . . , n, n.

5. Довести, що граф з n вершинами, степiнь кожної з яких не менше
n− 1

2
, — зв’язний.

6. У компанiї iз семи хлопцiв кожний має серед решти не менше трьох братiв. Довести, що
усi хлопцi — брати.

Означення. Граф називається ейлеровим, якщо його можна обiйти, побувавши в кожному
ребрi рiвно один раз.

Теорема. Зв’язний граф — ейлеровий тодi i тiльки тодi, коли у ньому не бiльше двох непарних
вершин.

7. Жук повзе по ребрам куба. Чи зможе вiн послiдовно обiйти усi ребра, проходячи по ко-
жному ребру тiльки один раз?

8. У зв’язному графi степенi усiх вершин парнi. Довести, що на ребрах цього графа можна
розставити стрiлки так, щоб виконувались наступнi умови:

i) рухаючись по стрiлкам, можна з будь-якої вершини дiстатися до будь-якої iншої;

ii) для кожної вершини кiлькiсть вхiдних ребер дорiвнює кiлькостi вихiдних.


