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1. Â áóäiâëi ¹ äåêiëüêà êiìíàò â êîæíié ç ÿêèõ ¹ äåêiëüêà äåêiëüêà ëþäåé. Êîæíî¨ õâèëèíè,
ÿêùî öå ìîæëèâî, äåÿêà ëþäèíà âèõîäèòü ç êiìíàòè i çàõîäèòü â iíøó êiìíàòó â ÿêié áóëî
ïðèíàéìíi ñòiëüêi æ ëþäåé. Äîâåäiòü, ùî íàñòóïèòü ìîìåíò êîëè âñi ëþäè áóäóòü çíàõîäèòèñÿ
â îäíié êiìíàòi.

2. � êóïà ç n êàìiíöiâ. Çà îäèí êðîê äîçâîëÿ¹òüñÿ ðîçäiëèòè êóïó íà äâi íåïîðîæíi òà äîäàòè
äîáóòîê êiëüêîñòi êàìiíöiâ ó äâîõ îòðèìàíèõ êóïàõ äî çàãàëüíî¨ ñóìè. Ïðîöåññ çàêií÷ó¹òüñÿ
êîëè â êîæíié êóïi áóäå ðiâíî 1 êàìiíü. Äîâåäiòü, ùî íåçàëåæíî âiä ñïîñîáó ðîçäiëåííÿ êiíöåâå
çíà÷åííÿ çàãàëüíî¨ ñóìè íå áóäå çìiíþâàòèñÿ (ñïî÷àòêó çàãàëüíà ñóìà áóëà ðiâíîþ 0).

3. Äàíî òàáëèöþ m×n, çàïîâíåíó äiéñíèìè ÷èñëàìè. Äîçâîëÿ¹òüñÿ çàìiíèòè çíàê â óñiõ ÷èñëàõ
äåÿêîãî ðÿäêà àáî ñòîâï÷èêà ÿêùî ñóìà ÷èñåë ó öüîìó ðÿäêó àáî ñòîâï÷èêó ¹ âiä'¹ìíîþ.
Äîâåäiòü, ùî çà äîïîìîãîþ äåêiëüêîõ òàêèõ êðîêiâ ìîæíà îòðèìàòè òàáëèöþ òàêó, ùî â
êîæíîìó ¨¨ ðÿäêó àáî ñòîâï÷èêó ñóìà ÷èñåë ¹ íåâiä'¹ìíîþ.

4. Â òàáëèöi n × n ¹ n − 1 çàôàðáîâàíèõ êëiòèíîê. Êîæíî¨ õâèëèíè êîæíà êëiòèíêà, ùî ìà¹
ïðèíàéìíi äâi ñóñiäíi çàôàðáîâàíi êëiòèíêè ñòà¹ çàôàðáîâàíîþ. Äîâåäiòü, ùî çíàéäåòüñÿ
êëiòèíêà ÿêà íiêîëè íå áóäå çàôàðáîâàíîþ.

5. Ïî êîëó ðîñòàøîâàíî 1994 êàìiíöiâ íà ÿêèõ ñèäÿòü æàáè. Çà îäèí êðîê ç îäíîãî ç êàìiíöiâ,
íà ÿêîìó ñèäÿòü ùîíàéìåíøå 2 æàáè, îäíà æàáà ñòðèáà¹ íà ïðàâèé ñóñiäíié êàìiíü i îäíà
æàáà ñòðèáà¹ íà ëiâèé ñóñiäíié êàìiíü. Ñïî÷àòêó âñi æàáè ñèäÿòü íà îäíîìó êàìåíi. Äîâåäiòü,
ùî ÿêùî ¨õíÿ êiëüêiñòü 1994, òî çàâæäè çíàéäåòüñÿ êàìiíü íà ÿêîìó ñèäÿòü ùîíàéìåíøå 2
æàáè, à ÿêùî ¨õíÿ êiëüêiñòü ìåíøà çà 1994 òî ïiñëÿ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi êðîêiâ íà êîæíîìó
êàìåíi áóäå ñèäiòè ùîíàáiëüøå 1 æàáà.

6. Â êîðîáöi ëåæèòü 2000 áiëèõ øàðiâ. Òàêîæ ¹ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü áiëèõ, çåëåíèõ òà ÷åðâîíèõ
øàðiâ, ùî ëåæàòü çîâíi êîðîáêè. Çà îäèí êðîê ìîæíà çàìiíèòè 2 øàðè ç êîðîáêè íà îäèí àáî
äâà çà íàñòóïíèì ïðàâèëîì: äâà áiëèõ àáî äâà ÷åðâîíèõ íà çåëåíèé, äâà çåëåíèõ íà áiëèé òà
÷åðâîíèé, áiëèé òà çåëåíèé íà ÷åðâîíèé àáî çåëåíèé i ÷åðâîíèé íà áiëèé. Ïiñëÿ ñêií÷åííî¨
êiëüêîñòi êðîêiâ ó êîðîáöi çàëèøèëîñÿ 3 øàðè. Äîâåäiòü, ùî õî÷à á îäèí ç íèõ çåëåíèé. ×è
ìîæíà ïiñëÿ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi êðîêiâ çàëèøèòè ó êîðîáöi ëèøå îäèí øàð?

7. Íà íåñêií÷åííié êëiò÷àòié ñòði÷öi ðîçòàøîâàíî äåêiëüêà ôiøîê. Çà îäèí êðîê ç êëiòèíîê n,
n − 1 ïðèáèðà¹òüñÿ ïî îäíié ôiøöi, i çàìiñòü öüîãî â êëiòèíêó n + 1 êëàäåòüñÿ îäíà ôiøêà,
àáî ïðèáèðà¹òüñÿ äâi ôiøêè ç êëiòèíêè n i çàìiñòü öüîãî êëàäåòüñÿ ïî îäíié ôiøöi â êëiòèíêè
n− 2 òà n+ 1, ÿêùî öå ìîæëèâî. Äîâåäiòü, ùî öåé ïðîöåñ îáîâ'ÿçêîâî çàâåðøèòüñÿ i êiíöåâà
êîíôiãóðàöiÿ áóäå íåçìiííîþ íåçàëåæíî âiä ïîðÿäêó âèêîíàíèõ êðîêiâ.

8. Íà ñòîëi ëåæèòü ñòîïêà ç n ôiøîê. Çà îäèí êðîê äîçâîëÿ¹òüñÿ ïåðåñóíóòè âåðõíþ ôiøêó ç
ñòîïêè íà ïðàâó ñóñiäíþ ñòîïêó ÿêùî òàì áóëî ïðèíàéìíi íà 2 ôiøêè ìåíøå. Öåé ïðîöåñ
çàêií÷ó¹òüñÿ êîëè áiëüøå íå ìîæëèâî çðîáèòè æîäíîãî êðîêó. Äîâåäiòü, ùî ôiíàëüíà êîíôi-
ãóðàöiÿ íå çàëåæèòü âiä ñïîñîáó ïåðåñóíåííÿ ôiøîê i îïèøiòü öþ êîíôiãóðàöiþ â çàëåæíîñòi
âiä n.

9. � n ôiøîê âèêëàäåíèõ â ðÿä, îäíà ñòîðîíà ôiøêè áiëà, à iíøà ÷îðíà ïðè÷îìó ñïî÷àòêó óñi
ôiøêè ëåæàòü áiëîþ ñòîðîíîþ äîãîðè. Çà îäèí êðîê äîçâîëÿ¹òüñÿ çàáðàòè îäíó íå êðàéíþ
ôiøêó áiëîþ ñòîðîíîþ äîãîðè i ïåðåâåðíóòè äâi ¨¨ ñóñiäíi ôiøêè. Äîâåäiòü ùî ìîæíà çàëè-
øèòè ëèøå äâi ôiøêè íà ñòîëi òîäi òà òiëüêè òîäi, êîëè n− 1 íå äiëèòüñÿ íà 3.

10. Íåõàé A0 = (a1, a2, . . . , an) − ñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë. Äëÿ êîæíîãî k ≥ 0 ç
ïîñëiäîâíîñòi Ak = (x1, x2, . . . , xn) áóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü Ak+1 íàñòóïíèì ÷èíîì: âèáèðà¹ìî
ðîçáèòòÿ ìíîæèíè {1, 2, . . . , n} íà äâi ïiäìíîæèíè I òà J òàê, ùîá âèðàç |

∑
i∈I xi −

∑
j∈J xj |

ïðèéìàâ ñâî¹ íàéìåíøå çíà÷åííÿ, ó ïîñëiäîâíîñòi Ak+1 = (y1, y2, . . . , yn), yi = xi + 1, ÿêùî
i ∈ I i yi = xi − 1, ÿêùî i ∈ J . Äîâåäiòü, ùî äëÿ äåÿêîãî k â ïîñëiäîâíîñòi Ak çíàéäåòüñÿ
òàêèé åëåìåíò x, ùî |x| ≥ n/2.



11. Äàíà êëiò÷àñòà äîøêàm×n â êîæíié êëiòèíöi ÿêî¨ çíàõîäèòüñÿ ôiøêà, ïðè÷îìó êîæíà ôiøêà
ìà¹ äâi ñòîðîíè: áiëó òà ÷îðíó. Ñïî÷àòêó âñi ôiøêè ðîçòàøîâàíi áiëîþ ñòîðîíîþ äîãîðè îêðiì
îäíi¹¨ êóòîâî¨ ôiøêè, ùî ðîçòàøîâàíà ÷îðíîþ ñòîðîíîþ äîãîðè. Çà îäèí êðîê äîçâîëÿ¹òüñÿ
ïðèáðàòè îäíó ÷îðíó ôiøêó i ïåðåâåðíóòè âñi ¨¨ ñóñiäíi ôiøêè. Çíàéäiòü óñi ïàðè (m,n) äëÿ
ÿêèõ ìîæíà ïîâíiñòþ ïðèáðàòè óñi ôiøêè.

12. Äàíî òàáëèöþ, ùî ìiñòèòü n ôiøîê òàê, ùî â êîæíîìó ðÿäêó òà ñòîâï÷èêó ¹ ðiâíî îäíà
ôiøêà, íàçâåìî öþ êîíôiãóðàöiþ A. Íåõàé B − iíøà òàêà êîíôiãóðàöiÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî
êîæåí êëiò÷àñòèé ïðÿìîêóòíèê ó ÿêîãî îäíà ç âåðøèí ñïiâïàäà¹ ç ëiâîþ âåðõíüîþ âåðøèíîþ
òàáëèöi ìiñòèòü íå ìåíøå ôiøîê ç B íiæ ç A. Äîâåäiòü, ùî êîíôiãóðàöiþ B ìîæíà îòðèìàòè
ç A çà äîïîìîãîþ äåêiëüêîõ íàñòóïíèõ êðîêiâ: çà îäèí êðîê äîçâîëÿ¹òüñÿ â ïðÿìîêóòíèêó,
ùî ìiñòèòü ðiâíî äâi ôiøêè, îäíó â ïðàâîìó âåðõíüîìó êóòó i îäíó â ëiâîìó íèæíüîìó êóòó,
çàìiíèòè öi äâi ôiøêè íà äâi ôiøêè ó âiäïîâiäíî ëiâîìó âåðõíüîìó êóòó òà ïðàâîìó íèæíüîìó
êóòó öüîãî ïðÿìîêóòíèêà.

13. Â êîæíié öiëî÷èñåëüíié òî÷öi (x, y), äå y ≤ 0 ðîçòàøîâàíà ôiøêà. Çà êðîê äîçâîëÿ¹òüñÿ
ïåðåñòðèáíóòè äåÿêîþ ôiøêîþ ÷åðåç ñóñiäíþ íà ïóñòå ìiñöå i ïðèáðàòè öþ ñóñiäíþ ôiøêó.
Äîâåäiòü ùî çà ñêií÷åííó êiëüêiñòü êðîêiâ íåìîæëèâî îòðèìàòè öiëî÷èñåëüíó òî÷êó (x, y), äå
y ≥ 5 i â ÿêié ðàçòàøîâàíà ôiøêà.

14. Â êîæíié âåðøèíi ïðàâèëüíîãî ïÿòèêóòíèêà çàïèñàíå öiëå ÷èñëî òàê, ùîá ñóìà óñiõ ÷èñåë áóëà
äîäàòíîþ. ßêùî â òðüîõ ïîñëiäîâíèõ âåðøèíàõ çàïèñàíi ÷èñëà x, y, z äå y < 0, òî äîçâîëÿ¹òüñÿ
çàìiñòü ÷èñåë x, y, z çàïèñàòè âiäïîâiäíî ÷èñëà x+ y,−y, z+ y. Âèçíà÷òå ÷è îáîâ'ÿçêîâî ÷åðåç
ñêií÷åííó êiëüêiñòü êðîêiâ óñi çàïèñàíi ÷èñëà áóäóòü íåâiä'¹ìíèìè.

15. Íà ïëîùèíi ðîçòàøîâàíî äåêiëüêà òî÷îê òà îäèíè÷íå êîëî C. Çà îäèí êðîê êîëî C ïåðåõî-
äèòü çà äîïîìîãîþ ïàðàëåëüíîãî ïåðåíîñó ó êîëî ç öåíòðîì ó öåíòði ìàññ óñiõ òî÷îê, ùî
çíàõîäèëèñÿ âñåðåäèíi C. Äîâåäiòü, ùî çà ñêií÷åííó êiëüêiñòü êðîêiâ êîëî C çóïèíèòüñÿ.


