
III етап Всеукраїнської олiмпiади юних математикiв

Умови та розв’язки по усiх класах

2 тур

7 клас

1. (Фольклор) Знайдiть найбiльше натуральне число, у якого усi цифри рiзнi та кожнi
двi сусiднi цифри вiдрiзняються щонайменше на 2.

Вiдповiдь: 9758642031.
Розв’язання. Зрозумiло, що число не може мати бiльше нiж 10 цифр, крiм того воно

повинно бути десятицифровим, бо таке число завжди бiльше вiд числа, що має меншу
кiлькiсть цифр.

Тепер просто будемо записувати цифри шуканого числа, беручи до уваги, що у двох
чисел з однаковою кiлькiстю цифр бiльшим є те, у якого бiльшою є цифра у бiльшому
розрядi. Таким чином будемо ставити вiдповiднi цифри по мiсцях.

975 – першi три цифри, зрозумiло, що другою цифрою не може бути 8, так само й
третьою.

975864 – першi шiсть цифр. Далi не може стояти 3, тому повинно стояти 2, а тому
останнi цифри ставляться таким чином: 9758642031.

2. (Рубльов Богдан) Використовуючи числа
1, 2, . . . , 20 рiвно по одному разу в якостi чисель-
никiв або знаменникiв, утворiть 10 таких звичайних
дробiв, щоб їх сума була цiлим числом. Достатньо
навести принаймнi один такий приклад.
Вiдповiдь:
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3. (Рожкова Марiя) Чи iснує опуклий чотирикутник,
у якого протилежнi сторони не паралельнi, та який мо-
жна розрiзати на 2011 рiвнобедрених трикутникiв?
Розв’язання. Одни з прикладiв чотирикутника та йо-
го розбиття показаний на рис.1. Тут неважко показати,
що вiдповiднi сторони непаралельнi. Спочатку розгля-
даємо рiвнобедрений трикутник A1B1B2, який має до-
сить малий кут при вершинi. Використаємо 2009 таких
трикутникiв, а далi добудуємо ще два рiвнобедрених
трикутники A1A1005C та B1B1006D, у яких – A1A1005 =
A1C, та B1B1006 = B1D.

4. (Рубльов Богдан) На дошцi розмiром 9 × 9 клiтинок на цен-
тральному полi стоїть чорна фiшка, а на серединах сторiн зовнi-
шнього квадрату стоять 4 бiлi фiшки. Перший гравець грає чор-
ною фiшкою, вiн може за один хiд пересунути її на будь-яку сусi-
дню по сторонi клiтину, якщо на нiй не стоїть бiла фiшка. Другий
гравець своїм ходом виставляє додатково 1 бiлу фiшку на зовнi-
шньому периметрi квадрату, але обов’язково в таке поле, що ме-
жує по сторонi з будь-яким iншим полем, в якому вже стоїть бiла
фiшка.
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Виграє перший гравець, якщо йому вдалося досягти зовнiшньої межi квадрату. Якщо
другий змiг цьому завадити, то перемагає вiн. Хто переможе у такiй грi, перший чи другий
гравець?
Вiдповiдь: виграє перший гравець.
Розв’язання. Перший гравець ходить у напрямi будь-якої сере-
дньої на сторонi клiтини, наприклад, клiтини А, що є середньою
на верхнiй сторонi квадрату. Вiн досягає сусiдньої клiтини за 3 хо-
ди. Тодi принаймнi з одного боку вiд цiєї клiтини другий поставив
максимум 1 фiшку. Наприклад злiва. рис.2. Тодi перший гравець
рухає свою чорну фiшку у напрямi стрiлки i досягає клiтини Б.

Навiть, якщо другий гравець ходить у тому ж самому напрямi, то при цiй ситуацiї у
клiтинi Б рис.3, вiн не може завадити попасти першому у клiтину В, оскiльки повинен
зробити хiд у кутову клiтину. Якщо другий змiнить стратегiю ходiв, то вiн може програти
лише ранiше.

5. (Данилова Алла) Знайти всi такi пари простих чисел (a, b), для яких число abba+1
також просте.

Вiдповiдь: (2, 3), (3, 2), (2, 2).
Розв’язання. Oчевидно, що для того, щоб число abba + 1 було простим, необхiдно,

щоб хоча б одне з чисел a, чи b було парним. Без обмеження загальностi припустимо, що
a = 2. Легко помiтити, що значення b = 2 та b = 3 задовольняють умову. Покажемо, що
для всiх b > 3 число abba + 1 не буде простим (а саме – воно дiлиться на 3)

Перепишемо наш вираз з урахуванням викладеного вище: 2bb2+1, b > 3. Отже, можемо
стверджувати, що для простих b остача при дiленнi на 3 буде дорiвнювати 1 чи 2. Вiд-
повiдно, квадрат цього числа даватиме в остачi при дiленнi на 3 значення 1. Аналогiчно,
будь-який непарний степiнь двiйки при дiленнi на 3 дає остачу 2. Таким чином отримуємо,
що число 2bb2 + 1,при b > 3 , є кратним 3, а тому простим бути не може.

5.1. (Фольклор) Знайдiть усi такi двоцифровi натуральнi числа N , якi дорiвнюють
сумi цифр числа N до якої додається куб суми цифр числа N .

Вiдповiдь: 30.
Розв’язання. Позначимо суму цифр числа N через n, тодi маємо таку рiвнiсть:

N = n + n3. Зрозумiло, що куб суми цифр не перевищує 99, а таких кубiв натуральних
чисел усього чотири – 1, 2, 3, 4. Достатньо їх перебрати. Тодi з рiвностi N = n+n3 знайдемо
можливi значення N :

N = 1 + 1 = 2 – має суму цифр 2, умову не задовольняє;
N = 8 + 2 = 10 – має суму цифр 1, умову не задовольняє;
N = 27 + 3 = 30 – має суму цифр 3, є розв’язком задачi;
N = 64 + 4 = 68 – має суму цифр 14, умову не задовольняє.

8 клас

1. (Фольклор) Знайдiть найбiльше парне натуральне число, у якого усi цифри рiзнi
та кожнi двi сусiднi цифри вiдрiзняються щонайменше на 2.

Вiдповiдь: 9758641302.
Розв’язання. Початок розв’язання спiвпадає з початком розв’язання задачi 7–1.

Таким чином знаходимо число початок шуканого числа 975864.
Якщо тепер поставити цифру 2, то наступною може йти лише цифра 0 i усi парнi

числа використанi, тобто остаточне число не може бути парним. Таким чином наступною
цифрою може у максимального числа йти 1. Далi решта цифр ставляться однозначно:
9758641302.
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2. (Фольклор) Знайдiть попарно рiзнi натуральнi числа a, b, c, d такi, що:
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.

Вiдповiдь: вiдповiдей може бути багато, ось приклад однiєї з можливих:
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Розв’язання. Скористаємось такими формулами:
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по 1, звiдки й будемо мати шукане представлення:
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3. (Мiрчев Борислав) На сторонах AD та BC квадрата ABCD вибранi точки M та
N вiдповiдно таким чином, що AM = BN . Точка X – основа перпендикуляра, опущеного
з точки D на пряму AN . Доведiть, що кут MXC – прямий.

Розв’язання. Проведемо дiагоналi прямокутника MNCD, якi перетинаються в цен-
трi O описаного навколо нього кола, тодi за побудовою точка X лежить на цьому колi
з дiаметром DN (рис.4). Тодi з властивостей вписаних у коло кутiв маємо такi рiвностi:
∠NXC = ∠NDC = ∠MCD = ∠MXD. Звiдси випливає, що

∠MXC = ∠MXD + ∠DXC =

= ∠CXN + ∠DXC = ∠DXN = 90◦,

що й треба було довести.

4. (Рубльов Богдан) На дошцi розмiром 11 × 11 на
центральному полi стоїть чорна фiшка, а на серединах
сторiн зовнiшнього квадрату стоять 4 бiлi фiшки. Пер-
ший гравець грає чорною фiшкою, вiн може за один хiд
пересунути її на будь-яку сусiдню по сторонi клiтину,
якщо на нiй не стоїть бiла фiшка.

Другий гравець своїм ходом виставляє додатково 1 бiлу фiшку на
зовнiшньому периметрi квадрату, але обов’язково в таке поле, що
межує по сторонi з будь-яким iншим полем, в якому вже стоїть
бiла фiшка. Виграє перший гравець, якщо йому вдалося досягти
зовнiшньої межi квадрату. Якщо другий змiг цьому завадити, то
перемагає вiн. Хто переможе у такiй грi, перший чи другий гра-
вець?
Вiдповiдь: виграє перший гравець.

Розв’язання. Перший гравець ходить у напрямi будь-якої сере-
дньої на сторонi клiтини, наприклад, клiтини А, що є середньою на
верхнiй сторонi квадрату. Вiн досягає сусiдньої клiтини за 4 ходи.
Якщо принаймнi з одного боку вiд цiєї клiтини другий поставив
максимум 1 фiшку, наприклад злiва, (рис.2), тодi перший гравець
рухає свою чорну фiшку у напрямi стрiлки i досягає клiтини Б.
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Навiть, якщо другий гравець ходить у тому ж самому напрямi, то при цiй ситуацiї у
клiтинi Б рис.3. Вiн не може завадити попасти першому у клiтину В, оскiльки повинен
зробити хiд у кутову клiтину.

Якщо у нього стоїть по двi фiшки по обидва боки, то вiн починає рухатись у будь-якому
напрямi, наприклад, як i ранiше у лiвий бiк. Тодi другий може йому завадити виграти до
досягнення найближчої кутової клiтини. Але вiдповiдь другого гравця є єдиною можли-
вою, щоб не програти. I ми одержимо ситуацiю, що зображена на рис.5. У цiй ситуацiї хiд
першого, i вн перемагає, оскiльки ця ситуацiя аналогiчна до розглянутих вище.

5. (Веклич Богдан) Скiльки розв’язкiв у цiлих числах має
рiвняння

x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx = x3 + y3 + z3 + s,

якщо а) s = 0; б) s = 1?
Вiдповiдь: а) нескiнченно багато розв’язкiв, б) розв’язкiв

немає.
Розв’язання. а) Покладемо спочатку x = −y, тодi наше рiв-
няння набуває вигляду

3x2 + z2 = z3.

Тепер нехай x = tz, тодi рiвняння стає таким:
3z2t2 + z2 = z3, або 3t2 + 1 = z, таким чином кожна трiйка

z = 3t2 + 1, x = t(3t2 + 1), y = −t(3t2 + 1)

задовольняє рiвняння при довiльному цiлому t.
б) Неважко побачити, що для усiх цiлих t має мiсце конгруенцiя t3 ≡ t (mod 3). При-

пустимо, що рiвняння має розв’язок у цiлих числах, тодi позначимо x+ y+ z = a i будемо
мати за модулем 3, що

a+ 1 ≡ x+ y + z + 1 ≡ x3 + y3 + z3 + 1 ≡ x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx ≡

≡ x2 + y2 + z2 + 2(xy + yz + zx) ≡ (x+ y + z)2 ≡ a2,

тобто a2 − a − 1
... 3, але останнє неможливе, оскiльки, якщо a кратне 3, то це очевидно

не вiрне, а якщо a не кратне 3, то a2 − a − 1 ≡ −a – не може дiлитись на 3. Одержана
суперечнiсть показує, що це рiвняння не має розв’язкiв у цiлих числах.

5.1. (Фольклор) Натуральне число k > 1. Знайдiть усi цiлi числа (x, y), якi задоволь-
няють рiвнiсть:

yk = x2 + x.

Вiдповiдь: (0, 0), (−1, 0).
Розв’язання. Запишемо заданi рiвнiсть у виглядi yk = x(x + 1). Це можливо при

x = 0 та x = −1, тодi y = 0. Припустимо тепер, що x 6= 0,−1.
Числа x та x + 1 взаємно простi, тому остання рiвнiсть можлива лише за умови, що

x = ak та x+ 1 = bk для деяких цiлих a, b 6= 0, при цьому числа a, b можна вибрати одного
знаку. Тодi з рiвностi

(x+ 1)− x = 1 = bk − ak = (b− a)(bk−1 + bk−2a+ . . .+ ak−1)

маємо, що добуток двох цiлих чисел дорiвнює 1, але другий множник у правiй частинi за
модулем бiльший вiд 1, оскiльки там усi доданки одного знаку та їх кiлькiсть не менше
двох. Одержана суперечнiсть показує, що рiвнiсть неможлива.
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9 клас

1. (Фольклор) Знайдiть усi такi трицифровi натуральнi числа N , якi дорiвнюють сумi
цифр числа N до якої додається куб суми цифр числа N .

Вiдповiдь: 222.
Розв’язання. Позначимо суму цифр числа N через n, тодi маємо таку рiвнiсть:

N = n+ n3. Оскiльки 1 ≤ n ≤ 27, то n3 лежить в межах вiд 73 до 998, оскiльки

73 = 100− 27 ≤ N − 27 ≤ n3 ≤ N − 1 ≤ 999− 1 = 998.

Простим пiдбором знаходимо, що у цих межах лежать такi куби натуральних чисел:

53 = 125, 63 = 216, 73 = 343, 83 = 512, 93 = 729.

Тодi з рiвностi N = n+ n3 знаходимо можливi значення N :
N = 125 + 5 = 130 – має суму цифр 4, умову не задовольняє;
N = 216 + 6 = 222 – має суму цифр 6, є розв’язком задачi;
N = 343 + 7 = 350 – має суму цифр 8, умову не задовольняє;
N = 512 + 8 = 520 – має суму цифр 7, умову не задовольняє;
N = 729 + 9 = 738 – має суму цифр 18, умову не задовольняє.

2. (Мисак Данило) П’ять рокiв тому сумарний вiк усiх синiв у родинi перевищував
сумарний вiк усiх доньок на 2 роки. З того часу в сiм’ї народилася ще одна дитина, i
тепер сумарний вiк усiх доньок перевищує сумарний вiк усiх синiв на 2 роки. Наскiльки
вiдрiзнялися сумарний вiк синiв i сумарний вiк доньок у родинi два роки тому?

Вiдповiдь: Вони були рiвними або сумарний вiк доньок перевищував сумарний вiк
синiв на рiк.

Розв’язання. Нехай п’ять рокiв тому в сiм’ї було n синiв та m доньок, сумарний вiк
синiв дорiвнював N , а сумарний вiк доньок — M .

Якщо k рокiв тому у родинi народилася ще одна донька, то сумарний вiк синiв тепер
складає N +5n, а сумарний вiк доньок — M +5m+ k. Оскiльки N = M +2, звiдси маємо,
що (N + 5n) + 2 = M + 5m+ k ⇒M + 5n+ 4 = M + 5m+ k ⇒ k = 5(n−m) + 4, а оскiльки
0 ≤ k ≤ 5, то k = 4 i n −m = 0. Тож два роки тому сумарний вiк синiв N + 3n i доньок
M + 3m+ 2 були рiвними: N + 3n− (M + 3m+ 2) = (N −M) + 3(n−m)− 2 = 2− 2 = 0.

Але в родинi мiг народитися й син. Нехай нинi йому k рокiв. Тодi сумарний вiк синiв
на даний момент складає N + 5n+ k, а доньок — M + 5m. Маємо, що (N + 5n+ k) + 2 =
M + 5m⇒ M + 5n+ k + 4 = M + 5m⇒ k = 5(m− n)− 4. I знову, оскiльки 0 ≤ k ≤ 5, то
k = 1 i m − n = 1. Тож два роки тому сумарний вiк доньок M + 3m переважав вiк синiв
N + 3n на рiк: M + 3m− (N + 3n) = (M −N) + 3(m− n) = −2 + 3 = 1.

3. (Чорний Максим) На паперi в клiтинку зi стороною 1 задано замкнену ламану без
самоперетинiв. Усi вершини ламаної лежать у вузлах сiтки, а всi її ланки утворюють кут
45◦ з лiнiями сiтки, а площа, яку вона обмежує, дорiвнює 8. Скiльки вузлiв сiтки може
лежати всерединi (не на межi) ламаної?

Вiдповiдь: 4 або 5.
Розв’язання.Пофарбуємо вузли сiтки чорним i бiлим кольором в "шаховому"порядку

(тобто нiякi два сусiднi вузли не є однокольоровими). Оскiльки всi вiдрiзки ламаної утво-
рюють кут 45◦ з лiнiями сiтки, то всi її вершини, як нескладно помiтити, є одного кольору.
Без обмеження загальностi будемо вважати, що чорного.

Тодi з’єднаємо всi пари чорних точок, вiдстань мiж якими дорiвнює
√

2, зеленими
вiдрiзками. Бачимо, що чорнi вузли разом з зеленими вiдрiзками утворюють нову клiтчату
сiтку з площею квадратика, рiвною 2 (рис.6).
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Тодi всi вiдрiзки нашої ламаної, як неважко переконатися,
йдуть по лiнiям нової сiтки, причому обмежують 8

2
= 4 ї ї

квадратики. Що ж вiдбувається з вузлами початкової сi-
тки? Тi, якi ми позначили чорним кольором, переходять
у вершини нової, а тi, якi бiлим - в центри нових квадра-
тикiв. Останнiх у нас, очевидно, 4, а вершин нової сiтки
– стiльки ж, скiльки рiзних квадратикiв 2× 2 мiстить ла-
мана на новiй сiтцi (взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж
квадратиками 2×2 i їх центрами, якi лежать всерединi ла-
маної) . Таких квадратикiв, очевидно, не може бути бiльше
одного, адже площа одного вже дорiвнює площi всерединi
ламаної. Звiдси маємо i вiдповiдь – 4 або 5. Приклади для
обох варiантiв наведенi нижче.

4. (Бiлецький Юрiй) У двох колах, що дотикаються зовнiшнiм чином в точцi C,
провели спiвнапрямленi дiаметри A1A2, B1B2 (тобто чотирикутник A1B1B2A2 є трапецiєю
з основами A1A2 та B1B2 або паралелограмoм). Коло з центром на спiльнiй внутрiшнiй
дотичнiй до данних двох проходить через точку перетину прямих A1B2, A2B1, а також
перетинає їх у точках M,N . Доведiть, що пряма MN перпендикулярна паралельним дiа-
метрам A1A2, B1B2.
Розв’язання. Оскiльки точка дотику двох кiл

– центр гомотетiї, що переводить одне коло в iн-
ше, то C = A1B2 ∩ A2B1, та A1B2 ⊥ A2B1, бо
кут ∠A1CA2 є вписаним що опирається на дiа-
метр (рис.7). Нехай точка D = MN ∩ B1B2. Тодi
∠DB2C = ∠B2A1A2 = ∠A2CO = ∠CND (перша
рiвнiсть є наслiдком паралельностi A1A2 ‖ B1B2,
друга – теореми про кут мiж дотичною i хордою,
третя – рiвнобедреностi утвореного двома радiуса-
ми кола 4CON). Отже чотирикутник DB2NC –
вписаний i тому ∠B2DN = ∠B2CA2 = π

2
, звiдки

MN ⊥ B1B2.

5. (Веклич Богдан) Скiльки розв’язкiв у цiлих
числах має рiвняння

x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx = x3 + y3 + z3 + s,

якщо а) s = −1; б) s = 1?
Вiдповiдь: а) нескiнченно багато розв’язкiв, б) розв’язкiв немає.
Розв’язання. а) Покладемо x+ y = 1, z = 1, тодi наше рiвняння набуває вигляду

(x2 + y2 − xy) + 1− (y + x) = x3 + y3,

(x+ y)(x2 + y2 − xy) = x3 + y3,

тобто кожна така трiйка чисел задовольняє умову задачi, а таких трiйок очевидно нескiн-
ченна кiлькiсть.

б) Дивись розв’язання задачi 8–4 пункт б)

5.1. (Задача 8–5.1)

10 клас

1. (Фольклор) Сума декiлькох послiдовних натуральних чисел (бiльше одного) до-
рiвнює 2011. Знайдiть усi такi набори послiдовних натуральних чисел.
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Вiдповiдь: 1005 + 1006.
Розв’язання. Позначимо перше з цих чисел через a1, а останнє – an, вони утворю-

ють арифметичну прогресiю, тому з формули суми арифметичної прогресiї маємо таку
рiвнiсть:

a1 + an
2

n = 2011 ⇔ (a1 + an)n = 2 · 2011.

У лiвiй частинi добуток двох натуральних чисел, кожне з яких не менше 2, а у правiй
частинi добуток двох простих чисел. Звiдси зрозумiло, що можливi лише такi варiанти:
a1 + an = 2 та n = 2011 або a1 + an = 2011 та n = 2. Перший варiант очевидно умови не
задовольняє, а з другого знаходимо єдину можливу вiдповiдь: 1005 + 1006.

2. (Гоголєв Андрiй) Послiдовнiсть (an) визначається такими умовами:

a1 = 1, a2 = 2, an+2 = (n+ 1)(an + an+1)

для кожного натурального n. На скiльки нулiв закiнчується число a2011?
Вiдповiдь: 501.
Розв’язання. Якщо обчислити a3 = 6, a4 = 24, то можна припустити, що an = n!, що

легко доводиться ММI: an+2 = (n+ 1)(n! + (n+ 1)!) = n!(n+ 1)(n+ 2) = (n+ 2)!. Кiлькiсть
нулiв визначається тим, на яку степiнь 5 дiлиться число 2008. Вона визначається за добре
вiдомою формулою:

[
2011

5

]
+
[

2011
52

]
+
[

2011
53

]
+ . . . = 402 + 80 + 16 + 3 = 501.

3. (Мисак Данило) На столi лежать цукерки. За один хiд Петрик може забрати зi
столу кiлька з них. Першим ходом вiн забирає рiвно одну цукерку, а кожного наступного
ходу може забрати або стiльки ж цукерок, як пiд час попереднього ходу, або вдвiчi бiльше.
За яку найменшу кiлькiсть ходiв Петрик зможе забрати зi столу рiвно 2011 цукерок?

Вiдповiдь: 17.
Розв’язання. Вiдзначимо, що кiлькiсть цукерок, яку може забрати Петрик на до-

вiльному ходi, завжди є степенем двiйки. Крiм того, якщо петрик на якомусь ходi забрав
зi столу 2n цукерок, то були й ходи, на яких вiн забирав 2, 4, . . . , 2n−1 цукерок. Звiдси
випливає, що максимальна кiлькiсть цукерок, яку брав Петрик за один хiд, не може пе-
ревищувати 512, оскiльки сума 1 + 2 + 4 + . . .+ 1024 = 2047 > 2011.

Вважатимемо, що Петрик дотримується стратегiї, що дозволяє йому забрати зi столу
2011 цукерок якнайшвидше. Помiтимо, що кiлькiсть ходiв, протягом яких Петрик забирав
зi столу рiвно 2n цукерок, не може перевищувати 2, адже в iншому разi замiсть того, щоб
двiчi брати по 2n цукерок, Петрик мiг би взяти додатковий раз 2n+1 цукерок i скоротити
кiлькiсть ходiв. Звiдси випливає, що (якщо Петрик дотримується оптимальної стратегiї)
максимальна кiлькiсть цукерок, якi брав Петрик за один хiд, не може бути меншою за
512, адже навiть подвоєна сума 2 · (1 + 2 + 4 + . . .+ 256) = 1022 < 2011.

Отже, пiд час своїх ходiв Петрик брав 1, 2, . . . , 512 цукерoк, причому кожну таку кiль-
кiсть хлопець брав або раз, або двiчi. Запишемо це так: a0 + 2a1 + 4a2 + . . .+ 512a9 = 2011,
де ai ∈ {1, 2} — кiлькiсть разiв, якi хлопець брав по 2i цукерок. Ця рiвнiсть рiвносильна
такiй: a′0+2a′1+4a′2+. . .+512a′9 = 2011−(1+2+4+. . .+512) = 988, де a′i = ai−1, a′i ∈ {0, 1}.
Але, з огляду на однозначнiсть запису числа в двiйковiй системi числення, остання рiв-
нiсть можлива лише при таких значеннях a′i, i = 0, . . . , 9: 0, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 1, бо

988 = 512 + 256 + 128 + 64 + 16 + 8 + 4.

Отже ai, i = 0, . . . , 9, мають значення 1, 1, 2, 2, 2, 1, 2, 2, 2, 2, i загальна кiлькiсть ходiв, якi
зробив Петрик, дотримуючись оптимальної стратегiї, складає 3 · 1 + 7 · 2 = 17.

4. (Задача 9–4)

5. (Серпинський Вацлав) Знайти усi трiйки простих чисел p, q, r, для яких викону-
ється рiвнiсть:

p(p+ 1) + q(q + 1) = r(r + 1).
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Вiдповiдь: p = 2, q = 2, r = 3.
Розв’язання. Без обмеження загальностi будемо вважати, що p ≤ q, крiм того оче-

видно, що r > p. Тодi задану в умовi рiвнiсть можна переписати таким чином:

p(p+ 1) = (r − q)(r + q + 1). (1)

Оскiльки p – просте число, то на нього дiлиться або r−q, або r+q+1. Якщо на p дiлиться
r − q, то r − q ≥ p, звiдки

p(p+ 1) ≤ (r − q)(r − q + 1) < (r − q)(r + q + 1),

що суперечить рiвностi (1).
Нехай тепер r + q + 1 дiлиться на p. Якщо p = 2, то r + q + 1 повинно бути парним,

звiдси випливає, що r – непарне, тому q – парне, звiдки єдина можливiсть q = 2, тодi легко
знаходимо, що r = 3.

Залишився випадок, коли p > 2, нехай r + q + 1 = kp, при цьому r та q також непарнi,
звiдки i k повинно бути непарним, крiм того очевидно, що k > 1. Тодi p + 1 = k(r − q).
Звiдси випливає, що k2(r− q) = kp+ k або r+ q+ 1 + k = k2r− k2q, групуючи коефiцiєнти
одержимо, що

(k2 + 1)q = (k2 − 1)r − (k + 1).

Права частина дiлиться на (k + 1), тому дiлиться також i лiва, оскiльки k – непарне, то
q(k2+1)

2
дiлиться на k+1)

2
. Якщо позначити через (a, b) – НСД чисел a та b, будемо мати, що(

k2 + 1

2
,
k + 1

2

)
=

(
k2 + 1

2
− (k − 1)(k + 1)

2
,
k + 1

2

)
=

(
1,
k + 1

2

)
= 1.

Тобто числа k2+1
2

та k+1
2

взаємно простi, тому на k+1
2

дiлиться q, а оскiльки k > 1, то й
k+1
2
> 1, з простоти числа q випливає, що q = k+1

2
.

Таким чином маємо, що r = kp− q− 1 та q = k+1
2
. Послiдовно це пiдставимо у рiвнiсть

p+ 1 = k(r− q) i одержимо, що p+ 1 = (kp− k− 2)k. Але остання рiвнiсть неможлива, бо
з урахуванням того, що k ≥ 3, p ≥ 3 маємо:

(kp− k − 2)k > kp− k − 2 = k(p− 1)− 2 ≥ 3(p− 1)− 2 = p+ (2p− 5) ≥ p+ 1.

Одержана суперечнiсть показує, що знайдений вище розв’язок – єдиний.

5.1. (Фольклор) Вiдомо, що для двох натуральних чисел m,n виконується рiвнiсть:

m+ n = [m,n] + (m,n),

де через [m,n] та (m,n) вiдповiдно позначенi найменше спiльне кратне та найбiльший
спiльний дiльник чисел m,n.

Доведiть, що одне з чисел m,n кратне iншому.
Розв’язання. Нехай d = (m,n), тодi m = ad, n = bd, а з добре вiдомої формули

mn = [m,n] · (m,n) маємо, що [m,n] = abd. Тодi маємо рiвнiсть: abd + d = ad + bd ⇔
d(a − 1)(b − 1) = 0, яка можлива лише за умови a = 1 або b = 1, кожна з яких доводить
потрiбне твердження.

11 клас

1. (Фольклор) При якому найменшому натуральному n вираз n3 + n2 + 330n + 330
дiлиться нацiло на 2011?

Вiдповiдь: n = 41.

8



Розв’язання. Оскiльки вираз розкладається на множники таким чином: n3 + n2 +
330n+ 330 = (n+ 1)(n2 + 330), то для того, щоб вiн дiлився нацiло на просте число 2011,
треба щоб один з множникiв дiлився нацiло на 2011. Знайдемо, при яких найменших n ∈ N
це можливе.

Для n + 1 очевидно, що найменше значення n = 2010, а для n2 + 330, оскiльки n2

зростає, простим пiдбором знаходимо, що при n = 41 маємо рiвнiсть n2 +330 = 2011, тому
це значення i є найменше.

2. (Клурман Олексiй) Для додатних чисел a, b, c доведiть нерiвнiсть:

(a+ 1)2 + (b+ 1)2 + (c+ 1)2 ≥ 3
(
1 + a

3
√
b+ b 3

√
c+ c 3

√
a
)
.

Розв’язання. З нерiвностi мiж середнiми за-
пишемо такi три нерiвностi: a+ a2 + b ≥ 3a 3

√
b,

b+ b2 + c ≥ 3b 3
√
c,

c+ c2 + a ≥ 3c 3
√
a.

Залишається додати цi три нерiвностi i вiдпо-
вiдним чином згрупувати доданки.

3. (Задача 10–3)

4. (Бiлецький Юрiй) У трьох колах, що по-
парно дотикаються зовнiшнiм чином, прове-
ли спiвнапрямленi дiаметри A1A2, B1B2, C1C2

(тобто кожен з чотирикутникiв A1B1B2A2 та
A1С1С2A2 є паралелограмом або трапецiєю, у
якої вiдрiзок A1A2 є основою). Доведiть, що
A1B2, B1C2, C1A2 перетинаються в однiй точцi.

Розв’язання. Нехай кола з дiаметрами B1B2, C1C2 дотикаються в точцi A. Аналогi-
чно визначаються точки B,C (рис.8). Оскiльки точка дотику двох кiл – центр гомотетiї,
що переводить одне коло в iнше, то A = B1C2∩B2C1 i тд. Нехай D = A2C1∩A1B21. Точки
A,B,C,D лежать на одному колi, оскiльки ∠CDB = ∠B2DC1 = π−∠DB2C1−∠DC1B2 =
π − ∠CAE − ∠BAE = π − ∠CAB, де E – точка на спiльнiй дотичнiй до кiл з дiаметра-
ми B1B2, C1C2, отже A2C1, A1B2 перетинаються на описаному колi 4ABC. Аналогiчно на
ньому перетинаються A2B1, B2C1. Покажемо, що точки A,B,C та F = A1B2∩D1C2 також
циклiчнi:

∠CFA = ∠FA1C2 + ∠FC2A1 = ∠CA1B + ∠FC2B = ∠CA1B + ∠BC1A =

= ∠CBE1 + ∠E1BA = ∠CBA.

Aле крiм точки C пряма A1B2 перетинає це коло лише в точцi D, тому A1B2, B1C2, C1A2

перетинаються у нiй.

5. (Задача 10–5)
5.1. (Задача 10–5.1)
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