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1 Ñåðiÿ 1

1. Êîëà ω1 i ω2 ç öåíòðàìè O1, O2 äîòèêàþòüñÿ çîâíiøíiì ÷èíîì â òî÷öi D i âíóòðiøíiì äî êîëà ω â
òî÷êàõ E,F âiäïîâiäíî. Ïðÿìà t ¹ ñïëüíîþ âíóòðiøíüîþ äîòè÷íîþ ω1, ω2. Íåõàé AB � äiàìåòð
ω, ùî ¹ ïåðïåíäèêóëÿðíèì äî t, òàê ùî A,E,O1 ëåæàòü â îäíié ïiâïëîùèíi âiäíîñíî t. Äîâåäiòü,
ùî ïðÿìi AO1, BO2, EF , t ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi.

2. Â òðèêóòíèêó ABC âiäìiòèëè òî÷êè A0, B0, ÿêi ¹ òî÷êàìè äîòèêó BC ç âïèñàíèì êîëîì, à
òàêîæ òî÷êó ïåðåòèíó âiäðiçêiâ AA0 òà BB0. Ïiñëÿ öüîãî òðèêóòíèê ñòåðëè. Âiäíîâiòü éîãî çà
äîïîìîãîþ öèðêóëÿ òà ëiíiéêè.

3. Íà ñòîðîíàõ AB i BC ïàðàëåëîãðàìà ABCD îáðàíî òî÷êè A1 òà C1 âiäïîâiäíî. Âiäðiçêè AC1 òà
CA1 ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi P . Îïèñàíi êîëà òðèêóòíèêiâ AA1P , CC1P âäðóãå ïåðåòèíàþòüñÿ â
òî÷öi Q, ÿêà ëåæèòü âñåðåäèíi òðèêóòíèêà ACD. Äîâåäiòü, ùî ∠PDA = ∠QBA.

4. Íåðiâíîáåäðåíèé òðèêóòíèê ABC âïèñàíî â êîëî ω. Äîòè÷íà äî öüîãî êîëà â òî÷öi C ïåðåòèíà¹
ïðÿìó AB â òî÷öi D. Íåõàé I � iíöåíòð âïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà ABC. Ïðÿìi AI, BI ïåðå-
òèíàþòü áiñåêòðèñó êóòà CDB â òî÷êàõ Q i P âiäïîâiäíî. Íåõàé M � ñåðåäèíà PQ. Äîâåäiòü,
ùî ïðÿìà MI ïðîõîäèòü ÷åðåç ñåðåäèíó äóãè ACB êîëà ω.

5. Òðèêóòíèê ABC âïèñàíî â êîëî ω. Äîòè÷íi äî ω â B òà C ïåðåòèíàþòüñÿ â T . Òî÷êà S ëåæèòü
íà ïðîìåíi BC, ïðè÷îìó AS ⊥ AT . Òî÷êè B1 òà C1 ëåæàòü íà ïðîìåíi ST (C1 ìiæ B1 òà S) òàê
ùî B1T = BT = C1T . Äîâåäiòü, ùî òðèêóòíèêè ABC òà AB1C1 ïîäiáíi.

6. Áèñåêòðèñè BB1 i CC1 òðèêóòíèêà ABC ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi I. Ïðÿìà B1C1 ïåðåòèíà¹ îïèñàíå
êîëî òðèêóòíèêà ABC â òî÷êàõ M i N . Äîâåäiòü, ùî ðàäióñ îïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà MIN
âäâi÷i áiëüøå, íiæ ðàäióñ îïèñàíîãî êîëà ABC.

7. Â òðèêóòíèêó ABC âiäìiòèìî öåíòðî¨ä G. Íåõàé P � îâiëüíà òî÷êà íà ñòîðîíi BC. Òî÷êè Q òà
R ëåæàòü íà AC òà AB âiäïîâiäíî òàê, ùî PQ ‖ AB òà PR ‖ AC. Äîâåäiòü, ùî êîëè P ðóõà¹òüñÿ
ïî âiäðiçêó BC, îïèñàíi êîëà òðèêóòíèêiâ AQR ïðîõîäÿòü ÷åðåç ôiêñîâàíó òî÷êó X òàêó, ùî
∠BAG = ∠CAX.

8. Êîëî ç öåíòðîì O âïèñàíî â êóò BAC i äîòèêà¹òüñÿ éîãî ñòîðií â òî÷êàõ B i C. Âñåðåäèíi êóòà
BAC îáðàíî òî÷êó Q. Íà âiäðiçêó AQ âçÿòî òàêó òî÷êó P , ùî AQ ⊥ OP . Ïðÿìà OP ïåðåòèíà¹
êîëà ω1, ω2, îïèñàíi íàâêîëî òðèêóòíèêiâ BPQ, CPQ âäðóãå â òî÷êàõ M , N , Äîâåäiòü, ùî
OM = ON .

9. Íåõàé ABCD � îïóêëèé ÷îòèðèêóòíèê, à E òà F òî÷êè íà ñòîðîíàõ AD òà BC âiäïîâiäíî òàêi,
ùî AE

ED
= BF

FC
. Ïðîìiíü FE ïåðåòèíà¹ ïðîìåíi BA òà CD â S i T , âiäïîâiäíî. Äîâåäiòü, ùî îïèñàíi

êîëà òðèêóòíèêiâ SAE, SBF , TCF òà TDE ìàþòü ñïiëüíó òî÷êó.
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10. Â ãîñòðîêóòíîìó òðèêóòíèêó ABC ïðîâåäåíà âèñîòà AH. Òî÷êè X òà Y íà ñòîðîíàõ AB òà AC
âiäïîâiäíî òàêi, ùî AXHY ïàðàëåëîãðàì. Ïðÿìi XY òà BC ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi D. Äîâåäiòü,
ùî DB ·DC = DH2.

11. Ç âåðøèíè C òðèêóòíèêà ABC ïðîâåäåíî äîòè÷íi CX, CY äî êîëà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ñåðå-
äèíè ñòîðií òðèêóòíèêà. Äîâåäiòü, ùî ïðÿìi XY , AB i äîòè÷íà â òî÷öi C äî îïèñàíîãî êîëà
òðèêóòíèêà ABC ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi.

12. Òî÷êà P ëåæèòü âñåðåäèíi òðèêóòíèêà ABC. Òî÷êè X, Y, Z � îñíîâè ïåðïåíäèêóëÿðiâ, ïðîâåäå-
íèõ ç íå¨ íà ñòîðîíè BC, CA è AB ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà P ′ âñåðåäèíi òðèêóòíèêà içàãîíàëüíî
ñïðÿæåíà äî P . Êîëî ω p öåíòðîì â òî÷ws P ìà¹ ðàäióñ 2r, äå r � ðàäsóñ îïèñàíîãî êîëà òðè-
êóòíèêà XY Z. Ïðîìåíi Y P ′ òà ZP ′ ïåðåòèíàþòü ω â òî÷êàõ M i N . Ïðÿìà MN ïåðåòèíà¹ Y Z
â òî÷öi K. Òî÷êà T � ïðîåêöiÿ K íà PA. Äîâåäiòü, ùî

PT · PA = 4r2.

13. Â êóò âïèñàíî äâà êîëà ω è Ω. Ïðÿìà ` ïåðåòèíà¹ ñòîðîíè êóòà â òî÷êàõ A i F , êîëî ω â òî÷êàõ
B i C, êîëî Ω â òî÷êàõ D i E (ïîðÿäîê òî÷îê íà ïðÿìié � A,B,C,D,E, F . Ïðèïóñòèìî, ùî
BC = DE. Äîâåäiòü, ùî AB = EF .

2 Çàäà÷i ç çiðî÷êîþ

1. Â òðèêóòíèêó ABC ìåäiàíè AMA, BMB, CMC ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öiM . Ïîáóäó¹ìî êîëî ΩA, ùî
ïðîõîäèòü ÷åðåç ñåðåäèíó âiäðiçêà AM i äîòèêà¹òüñÿ äî BC â òî÷öi MA. Êîëà ΩB, ΩC ïîáóäîâàíi
àíàëîãi÷íî. Äîâåäiòü, ùî ΩA, ΩB, ΩC ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi.

2. Òðèêóòíèê ABC (AB > BC) âïèñàíî â êîëî Ω. Íà ñòîðîíàõ AB, BC îáðàíî òî÷êè M,N âiä-
ïîâiäíî òàê, ùî AM = CN . Ïðÿìi MN , AC ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi K. Íåõàé P � iíöåíòð
òðèêóòíèêà AMK, à Q � öåíòð çîâíiâïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà CNK, ùî äîòèêà¹òüñÿ äî ñòî-
ðîíè CN . Äîâåäiòü, ùî ñåðåäèíà äóãè ABC Ω ðiâíîâiääàëåíà âiä òî÷îê P,Q.

3. Äàíî øåñòèêóòíèê ABCDEF , ÿêèé íå ¹ îïóêëèì, àëå áåç ñàìîïåðåòèíiâ, ïðè÷îìó æîäíi äâi
ñòîðîíè íå ¹ ïàðàëåëüíèìè. Âíóòðiøíi êóòè çàäîâîëüíÿþòü óìîâè: ∠A = 3∠D, ∠C = 3∠F òà
∠E = 3∠B. Êðiì òîãî, AB = DE, BC = EF , à òàêîæ CD = FA. Äîâåäiòü, ùî äiàãîíàëi AD,
BE òà CF ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi.
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