
Вiдбiр мiста Києва на Всеукраїнську олiмпiаду

I тур

Умови та розв’язки по усiх класах

8 клас

1. Знайти цiле число, яке найближче до значення виразу(
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Вiдповiдь: 2007.
Розв’язання. Нехай
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Використовуючи вiдоме спiввiдношення
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маємо що B = D, а тому A− C = 4014B − 4014D + 2007 = 2007.

2. У гострокутному трикутнику ABC проведенi
висота CH та медiана BM , якi перетинаються
у точцi T . Виявилось, що ∠MCH = ∠MBC та
CH = BM . Знайти кути трикутника ABC.
Вiдповiдь: трикутник правильний, тому усi
кути по 60◦.
Розв’язання.
Проведемо у прямокутному 4ACH медiану
MH, тодi за властивостями прямокутних три-
кутникiв, MH = MC, звiдки ∠MCH =
∠MHC, але тодi рiвнi кути ∠MHC = ∠MBC
спираються на спiльний вiдрiзок MC, звiдки 4
точкиM,C,B,H лежать на одному колi (рис.1).
Тому ∠MCH = ∠MBH, таким чином вiдрiзок
BM не тiльки медiана, а ще й бiсектриса, а та-
кож висота. Таким чином у трикутнику ABC
рiвнi сторони BC = BA.
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Розглянемо тепер два прямокутнi трикутник MBA та CHA. У них однаковi кути та рiвнi
вiдповiднi катети CH = BM , тому вони рiвнi. Звiдси випливає, що i гiпотенузи також
рiвнi, тобто CA = AB, з урахуванням ранiше одержаного маємо, що усi три сторони рiвнi,
а тому вiн правильний.

3. Чи можна числа 1, 2, . . . , 100 розташувати у комiрках таблицi 10 × 10 таким чином, щоб
виконувались наступнi умови (через C(i, j) позначимо, число, яке розташоване у комiрцi
на перетинi i-го рядку та j-го стовпчика):

1) у кожному рядку сума чисел дорiвнює S;

2) у кожному стовпчику також сума чисел дорiвнює S;

3) для кожного k = 1, 10 сума чисел C(i, j), для яких i−j ≡ k (mod 10) також дорiвнює S?

Вiдповiдь: не можна.

Розв’язання. Припустимо, що таке заповнення iснує. Оскiльки сума усiх чисел 100·101
2

=
5050⇒ S = 505 – непарне число. Розiб’ємо усi значення на такi 4 множини. A – сукупнiсть
чисел C(i, j), для яких i, j – непарнi; B – непарнi i, парнi j; C – парнi i, непарнi j; D –
сукупнiсть чисел C(I, j), для яких i, j – парнi. Суми чисел кожної множини позначимо
вiдповiдно SA, SB, SC та SD.

A,B мiстять комiрки, що розташованi у непарних рядках, тобто SA + SB = 5S.

B,D мiстять комiрки з парними стовпчиками, тому SB + SD = 5S.

A,D мiстять усi комiрки, для яких (i− j) – парне, тому SA + SD = 5S.

Якщо додати одержанi нерiвностi, одержимо, що 2 ·(SA +SB +SC) = 15S – справа непарне
число, звiдки й випливає неможливiсть вiдповiдного заповнення.

4. Нехай M,N – два дев’ятицифрових числа з такою властивiстю: якщо взяти довiльну
цифру числа M та помiняти на вiдповiдну цифру числа N (iз збереженням позицiї), то
вийде число, яке кратне 7.

а) Довести, що аналогiчна замiна iз цифрами числа N на вiдповiднi цифри числа M дає
число, що буде кратне 7.

б) Знайти таке натуральне число d > 9, що вищенаведенi результати стосовно подiльностi
на 7 зберiгається, якщо цi числа M,N є d-цифровими числами.

Вiдповiдь: б) d ≡ 2 (mod 7).

Розв’язання. Нехай d ≡ 2 (mod 7) таM =
d−1∑
k=0

10kak та N =
d−1∑
k=0

10kbk, d – кiлькiсть цифр

числа. За умовою має мiсце властивiсть: число M − 10kak + 10kbk кратне 3 для кожного
k, або M ≡ 10kak − 10kbk (mod 7). Додамо усе це по k = 0, d− 1 одержимо, що

dM ≡
d−1∑
k=0

10kak −
d−1∑
k=0

10kbk = M −N (mod 7).

Тому N + (d− 1)M ≡ N +M ≡ 0 (mod 7).

Оскiльки для кожного k виконуються умови M ≡ 10kak − 10kbk (mod 7), то M + N ≡
10kak−10kbk +N (mod 7)⇒ N ≡ 10kbk−10kak (mod 7), що й треба було довести у пунктi
а). Стосовно пункту б) ми бачимо, що вiдповiддю є наведена група чисел d ≡ 2 (mod 7).

9 клас

1. Задача 8.1
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2. Олеся та Андрiйко грають у таку гру. У кожного з них є колода, що мiстить k карти,
Олеся випадковим чином вибирає зi своєї колоди 2 карти, а Михалик так само випадковим
чином вибирає iз своєї колоди 2 карти. Якщо серед цих 4 карт є принаймнi двi однаковi, то
перемагає Олеся, а якщо нi, то Андрiйко. При якому найбiльшому значеннi k iмовiрнiсть
перемоги Олесi не менше 50 вiдсоткiв (бiльше або дорiвнює 1

2
)?

Вiдповiдь: n = 7.

Розв’язання. Обчислимо iмовiрнiсть перемоги Андрiйка, тобто коли серед цих 4 карт
немає однакових. Це означає, що пiсля вибору Олесi, залишається у Андрiйка така ситу-
ацiя. Вiн повинен вибрати 2 карти з k, тобто таких усiх можливостей C2

k , а от щоб вiн
перемiг усi цi карти треба вибрати серед k − 2 карт. Тобто виграшних варiантiв усього
C2

k−2, тобто iмовiрнiсть його виграшу це частка C2
k−2

C2
k
. Нам треба знайти, при якому най-

бiльшому k виконується нерiвнiсть C2
k−2

C2
k

< 1
2
. Залишається розв’язати цю нерiвнiсть, та

знайти найбiльше натуральне n, при якому вона виконується.
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Звiдси маємо, що n2−9n+12 < 0⇒ n ∈
(

9−
√

33
2

, 9+
√

33
2

)
. Як легко переконатись, найбiльше

натуральне значення, що задовольняє цю нерiвнiсть, це n = 7.

3. Хорда PQ з серединою у точцi R проведена у колi з дiаметром AB. Проведенi два пер-
пендикуляри PS та QTдо цього дiаметра. Довести, що трикутник RST правильний тодi
i тiльки тодi, коли 2PQ = AB.

Розв’язання. Нехай центр кола O, який ле-
жить промiж точками S i T . Тодi OP = OQ
звiдки випливає, що ∠PQO = ∠QPO, оскiльки
R – середина хорди PQ, тому OQ ⊥ PQ, тому
точки O,R,Q, T циклiчнi (рис.2). Тодi маємо та-
ку рiвнiсть кутiв: ∠OTR = ∠OQR = ∠OPR =
∠OSR. Звiдси випливає, що 4OPQ ∼ 4RST ,
тому4OPQ правильний тодi i тiльки тодi, коли
правильним є 4RST . Цей трикутник має рiвнi
сторони OP = OQ = r, тому вiн буде рiвносто-
роннiм за умови, що PQ = OP = 1

2
AB, що й

треба було довести.

4. Задача 8.4

10 клас

1. Нехай натуральне n ≥ 2 є дiльником числа 3n + 4n. Довести, що 7 є дiльником числа n.

Розв’язання. Очевидно, що число n – непарне i не дiлиться на 3. Нехай p – найменший
простий дiльник числа n. Нехай c таке натуральне число, що 0 < c < p та 4c ≡ 3 (mod p).
Таке число c iснує, оскiльки (3, 4) = 1. Тодi ми маємо: 4n(c2n − 1) = (cn − 1)((4c)n + 4n) ≡
(cn − 1)(3n + 4n) ≡ 0 (mod p). Таким чином p – дiльник числа (c2n − 1). Нехай cd ≡ 1
(mod p), тодi d | (2n), а за малою теоремою Ферма d | (p − 1) ⇒ d | (2n, p − 1). Нехай q –
деякий простий дiльник числа d, тодi також q | (2n, p − 1). Якщо d |n, то q ≥ p, звiдки
q - (p − 1). Таким чином, q = 2 – єдина можливiсть, що не призводить до суперечностi.
Тому d = 2 i, вiдповiдно, c2 ≡ 1 (mod p). Якщо p | (c − 1), то 4 ≡ 4c ≡ 3 (mod p) –
суперечнiсть. Тому p | (c + 1), що дає 0 ≡ 4c + 4 ≡ 3 + 4 ≡ 7 (mod p). Тобто p | 7 ⇒ p = 7.

Тому n
... 7, що й треба було довести.

3



2. Задача 9.2

3. Задача 9.3

4. Дiйснi числа x, y, z ∈ (0, 1) задовольняють умову
√
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= 2. Знайти
максимальне можливе значення добутку xyz.

Вiдповiдь: 27
64
.

Розв’язання.Позначимо u = 6
√
xyz, тодi з умов задачi та нерiвностi Кошi-Буняковського
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Таким чином 4u3+2
√

3u2−3
√

3 ≤ 0⇔ (2u−
√

3)(2u2+2
√

3u+3) ≤ 0. Оскiльки квадратний
тричлен додатний, то u ≤

√
3

2
або xyz ≤ 27

64
. Це значення досягається при x = y = z = 3

4
,

тому 27
64

– шукане максимальне значення.

11 клас

1. Задача 10.1

2. Нехай N – натуральне. Припустимо, що сукупнiсть чисел, що записанi на дошцi задоволь-
няють такi властивостi:

1) кожне записане число k задовольняє умову: 1 ≤ k ≤ N ;

2) кожне 1 ≤ k ≤ N записане принаймнi один раз;

3) сума усiх записаних чисел парна.

Довести, що можна пофарбувати деякi iз записаних чисел у бiлий колiр, а решту у чорний
таким чином, що суми чисел одного кольору будуть рiвними.

Розв’язання. Припустимо, що ми записали усi числа у неспадному порядку, тобто
a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ am. Покажемо послiдовнiсть фарбування чисел. Спочатку a1 фарбує-
мо у бiлий колiр. А у подальшому поступаємо таким чином – якщо сума бiлих бiльша вiд
суми чорних, то фарбуємо наступне число у чорний, iнакше - у бiлий. Дуже легко ММI
показати, що за такого правила фарбування модуль рiзницi мiж числами рiзного кольору
при черговому фарбуваннi ai не перевищує цього числа. Якби вона перевищувала, то не-
вiрно зроблене передостаннє фарбування, оскiльки сусiднi числа вiдрiзняються не бiльше
нiж на 1.

Оскiльки останнє число am = 1, то перед його фарбуванням рiзниця не перевищує am−1 ≤
2, оскiльки усi числа присутнi на дошцi. Сума усiх чисел парна, тому, рiзниця не може
вiдрiзнятись на 2, оскiльки тодi при додаваннi останнього числа загальна сума стане не-
парною. Таким чином, перед фарбуванням останнього числа цi суми повиннi вiдрiзнятись
щонайбiльше на 1, тодi вiдповiдним фарбуванням останнього числа ми зробимо цi суми
рiвними. Що й треба було довести.
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3. Два кола γ1 та γ2 з центрами у точках O1 та O2 i радiусами 4 та 9 вiдповiдно дотикаються
зовнiшнiм чином у точцi B. Спiльна зовнiшня дотична до цих кiл дотикається бiльшого
кола у точцi N i перетинає спiльну внутрiшню дотичну у точцi K. Знайти радiус кола,
що вписане у чотирикутник BKNO2.

Вiдповiдь: 18
5
.

Розв’язання. Розглянемо по-
значення, як на рис.2, зокрема,
тут позначено вiдрiзки SA =
x, SM = y,BK = z. Тодi чоти-
рикутники BKNO2 та UKWV
подiбнi, при цьому ми знаємо
радiус кола, що вписане у дру-
гий чотирикутник, це бiльше iз
заданих кiл, яке має радiус 9.
Тому залишається знайти вiд-
ношення вiдповiдних вiдрiзкiв.

З подiбностi трикутникiв SMO1 та SNO2 маємо SO1

O1M
= SO2

O2N
або x+4

4
= x+17

9
, звiдки x = 32

5
,

з 4SMO1 знаходимо, що y = 48
5
, далi з подiбностi 4SMO1 ∼ 4SBK маємо, що y

4
= x+8

z

⇒ z = 6.

Тепер, якщо позначити радiус вписаного у чотирикутник BKNO2 кола через r, то з
подiбностi вказаних чотирикутникiв можемо записати таке вiдношення: KB

KU
= r

R2
⇒

r = 9z
z+9

= 18
5
, що й треба було знайти.

4. Задача 10.4
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