
                                                  Тренувальна олімпіада з геометрії 

1) Вписане коло трикутника 𝐴𝐵𝐶 дотикається до сторін 𝐴𝐵 і 𝐵𝐶 в точках 𝐾 та 𝐿.  Бісектриса 
кута  𝐴 перетинає  пряму 𝐾𝐿  у точці 𝑀.  Доведіть, що тоді кут   𝐴𝑀𝐶 рівний  90. 

2) На висотах 𝐴𝐴ଵ, 𝐵𝐵ଵ, 𝐶𝐶ଵ  ( але не на продовженнях висот)  гострокутного трикутника 𝐴𝐵𝐶 
відмітили відмінні від  𝐻 (ортоцентра)  точки 𝐴ଶ, 𝐵ଶ та 𝐶ଶ так, що сума площ трикутників 
𝐴𝐵𝐶ଶ, 𝐴𝐵ଶ𝐶 та 𝐴ଶ𝐵𝐶  дорівнює площі трикутника 𝐴𝐵𝐶.  Доведіть, що  точки 
𝐻, 𝐴ଶ, 𝐵ଶ та 𝐶ଶ лежать на одному колі. 

3) На дузі 𝐵𝐶 описаного кола трикутника 𝐴𝐵𝐶  (дуга не містить точку 𝐴) обирається довільна 
точка P.  Позначимо 𝐼ଵ та 𝐼ଶ інцентри трикутників 𝑃𝐵𝐴  та 𝑃𝐶𝐴. Доведіть, що описані кола 
трикутників 𝐴𝐵𝐶 та 𝑃𝐼ଵ𝐼ଶ проходять через точку, яка не залежить від вибору P. 

4) У трикутнику 𝐴𝐵𝐶 кут 𝐴 є найменшим. Точки 𝐵 і 𝐶  ділять  коло, описане навколо цього 
трикутника, на дві дуги. Нехай 𝑈 - внутрішня точка тієї дуги з кінцями 𝐵 і 𝐶, яка не містить 
точки 𝐴. Серединні перпендикуляри до відрізків 𝐴𝐵 і 𝐴𝐶  перетинають пряму 𝐴𝑈 у точках 𝑉 
та 𝑊 відповідно. Прямі 𝐵𝑉 і 𝐶𝑊 перетинаються у точці 𝑇. Доведіть, що 𝐴𝑈 = 𝑇𝐵 + 𝑇𝐶. 

5)  Через точки 𝐴 та 𝐵 провели дві четвірки прямих, які у перетині утворюють 9 
чотирикутників.  Припустимо, що у три з чотирьох кутових чотирикутників можна вписати 
кола. Доведіть, що тоді і  четвертий  кутовий чотирикутник теж описаний. 

6)   Кожне з кіл 𝑆ଵ, 𝑆ଶ та 𝑆ଷ дотикається зовнішнім чином кола 𝑆 (в точках 𝐴ଵ, 𝐵ଵ та 𝐶ଵ 
відповідно) та двох сторін трикутника  𝐴𝐵𝐶 (𝑆ଵ дотикається до 𝐴𝐵 та 𝐴𝐶, 𝑆ଶ – до 𝐴𝐵 та 𝐵𝐶, 𝑆ଷ 
- до 𝐴𝐶 та 𝐵𝐶). Доведіть, що прямі 𝐴𝐴ଵ, 𝐵𝐵ଵ, 𝐶𝐶ଵ перетинаються в одній точці. 

7)  Вписане коло трикутника 𝐴𝐵𝐶 дотикається до сторони 𝐵𝐶 в точці 𝐷. Розглянемо коло , що 
проходить через точки 𝐵 і 𝐶 та дотикається до вписаного кола трикутника 𝐴𝐵𝐶 в деякій точці 
𝐸. Доведіть, що  центр зовні вписаного кола трикутника 𝐴𝐵𝐶 , яке дотикається до сторони 
𝐵𝐶, лежить на прямій 𝐷𝐸. 


