
Вiдбiр мiста Києва на Всеукраїнську олiмпiаду 2010-2011 рр

I тур

Умови та розв’язки по усiх класах

8 клас

1. У тенiсному турнiрi в одне коло (кожний з кожним грають рiвно по 1 разу) грали n
тенiсистiв, позначимо через wi та li – кiлькiсть перемог та поразок вiдповiдно i-го учасника
(нiчиїх у тенiсi не буває). Доведiть, що виконується рiвнiсть:

w2
1 + w2

2 + . . . + w2
n = l21 + l22 + . . . + l2n.

Розв’язання. Оскiльки кожен з гравцiв зiграв рiвно n−1 гру, то маємо таку рiвнiсть:
li = n − 1 − wi, а усього iгор було зiграно n(n−1)

2
, тобто w1 + w2 + . . . + wn = n(n−1)

2
. Тепер

можемо записати такi рiвностi:

l21 + l22 + . . . + l2n = (n− 1− w1)
2 + (n− 1− w2)

2 + . . . + (n− 1− wn)2 =

= n · (n− 1)2 − 2(n− 1)(w1 + w2 + . . . + wn) + (w2
1 + w2

2 + . . . + w2
n) =

= n · (n− 1)2 − 2(n− 1) · n(n− 1)

2
+ (w2

1 + w2
2 + . . . + w2

n) = w2
1 + w2

2 + . . . + w2
n,

що й треба було довести.

2. Заданий прямокутник ABCD зi сторонами AB = a та BC = b, O – точка перетину
дiагоналей. На променi BA за точку A вiдкладений вiдрiзок AE = AO, а на променi DB
за точку B вiдкладений вiдрiзок BZ = BO. Вiдомо, що трикутник EZC рiвностороннiй.
Доведiть, що:

а) AZ = EO; б) EO ⊥ ZD.
Розв’язання. а) За трьома сторонами 4EAC = 4ZOC, звiдси ми маємо

∠EAC = ∠ZOC ⇔ 180◦ − ∠BAO = 180◦ − ∠AOB ⇔ ∠BAO = ∠AOB,

звiдси випливає, що 4ABO рiвностороннiй.
За двома сторонами AO = OB, OZ = EB та кутом мiж ними ∠ZOA = 60◦ = ∠EBO

маємо рiвнiсть трикутникiв 4AZO та 4OEB. Тому AZ = EO.
б) Оскiльки AO = AE = AB, то медiана OA4OEB до-
рiвнює половинi сторони BE, тому цей трикутник пря-
мокутний з прямим кутом BOE, звiдси й випливає, що
EO ⊥ ZD.

3. Скiльки iснує рiзних упорядкованих шiсток нату-
ральних чисел (a, b, c, d, e, f), для яких виконуються
умови: a > b > c > d > e > f та a+f = b+e = c+d = 22?
Вiдповiдь: 120.
Розв’язання. Якщо обрати число n ∈ {1, 2, . . . , 10}, то
пара (m, n), яка задовольняє умови m > n та m+n = 22
визначається однозначно. Таких пар усього iснує рiв-
но 10. Фактично залишається знайти скiльки iснує вiд-
повiдних трiйок (d, e, f), для яких виконуються умова:
10 ≥ d > e > f ≥ 1. Очевидно, що ця кiлькiсть дорiвнює
C3

10 = 120.

4. а) Нехай a, b – натуральнi числа, для яких число M(a, b) = a − 1
b

+ b
(
b + 3

a

)
також

цiле. Доведiть, що число M(a, b) – квадрат цiлого числа.
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б) Чи iснують ненульовi цiлi c, d, для яких число M(c, d) є натуральним, але не дорiв-
нює квадрату цiлого числа?

Вiдповiдь: б) iснують.
Розв’язання. а) Оскiльки a + b2 – цiле, тому 3b

a
− 1

b
також цiле. Тобто цiлим є число

3b2−a
ab

, тобто ab – дiльник числа 3b2 − a, зокрема й b – дiльник числа 3b2 − a, тому a
... b, але

це означає, що ab
... b2 ⇒ 3b2 − a

... b2 ⇒ a
... b2. Таким чином можемо написати, що a = mb2,

але тодi 3b2 − mb2 ...mb3, звiдки випливає, що 3 − m
...mb, звiдки випливає, що m дiльник

числа 3, а b – дiльник числа 3−m. Розглянемо можливi випадки.
m = 3, тодi a = 3b2 та M(a, b) = 3b2 − 1

b
+ b2 + 1

b
= 4b2 – твердження справджується.

m = 1, тодi 2
... b, тобто b = 1 або b = 2. При b = 1 a = mb2 = 1, а при b = 2 a = 4, тепер

вже неважко обчислити, що M(1, 1) = 4 та M(4, 2) = 9, тобто умова виконується.
б) Iснують, наприклад, покладемо c = 4, d = −2, тодi M(4,−2) = 7, що й треба було

показати.

9 клас

1. Додатнi числа a, b, x, y, z задовольняють умови a + b = 3 та xyz = 1. Доведiть, що
справджується нерiвнiсть:

(ax + b)(ay + b)(az + b) ≥ 27.

При яких значеннях змiнних має мiсце рiвнiсть?
Вiдповiдь: piвнiсть можлива при x = y = z = 1.
Розв’язання. Пiсля розкриття усiх дужок достатньо довести таку нерiвнiсть:

a3xyz + a2b(xy + yz + zx) + ab2(x + y + z) + b3 ≥ 27.

З умови xyz = 1 маємо, що

x + y + z ≥ 3 3
√

xyz = 3, (1)

xy + yz + zx ≥ 3 3
√

xyyzzx = 3. (2)

Тодi

a3xyz + a2b(xy + yz + zx) + ab2(x + y + z) + b3 ≥ a3 + 3a2b + 3ab2 + b3 = (a + b)3 = 27,

що й треба було довести.
Рiвнiсть можлива, якщо у нерiвностях (1) та (2) виконуються рiвностi, а це можливе

лише за умов x = y = z = 1.

2. Задача 8-2.

3. Позначимо через N кiлькiсть упорядкованих п’ятiрок (a1, a2, a3, a4, a5) натуральних
чисел, якi задовольняють умову:

1

a1

+
1

a2

+
1

a3

+
1

a4

+
1

a5

= 1.

З’ясуйте, парним чи непарним є число N .
Якщо п’ятiрка чисел упорядкована, такi набори вважаються рiзними: (1, 2, 3, 4, 5) та

(2, 1, 3, 4, 5).
Вiдповiдь: N – непарне.
Розв’язання. Нехай п’ятiрка (a1, a2, a3, a4, a5) задовольняє задану умову, тодi п’я-

тiрка (a2, a1, a3, a4, a5) також умову задовольняє. Якщо a1 6= a2, то це рiзнi упорядкованi
п’ятiрки, тому їх кiлькiсть парна, таким чином для з’ясування парностi числа N достатньо
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дослiдити упорядкованi п’ятiрки, у яких a1 = a2. Так само парна кiлькiсть п’ятiрок при
a3 6= a4, тому достатньо розглянути випадок a3 = a4. З аналогiчних мiркувань, якщо роз-
глянути п’ятiрки (a1, a1, a3, a3, a5) та (a3, a3, a1, a1, a5), то при a1 6= a3 – їх парна кiлькiсть,
тому можемо вважати, що a1 = a3.

Таким чином залишається розглянути лише такi п’ятiрки (a, a, a, a, b), де a та b можуть
бути рiвними. Iз заданої умови 4

a
+ 1

b
= 1 маємо, що 4b + a = ab або (a − 4)(b − 1) = 4.

Звiдси b−1 натуральний дiльник числа 4, тобто b може дорiвнювати 2, 3 або 5. Знаходячи
вiдповiдне a, можемо виписати усi розв’язки (a, b): (8, 2), (6, 3), (5, 5). Їх кiлькiсть непарна,
а тому i число N так само непарне.

4. Задача 8-4.

10 клас

1. Задача 9-1.

2. У трикутнику ABC, у якого AB 6= AC, проведена висота AD. Точки E та F –
вiдповiдно середини вiдрiзкiв AD та BC. Точка G – основа перпендикуляра, що опущений
з точки B на пряму AF . Доведiть, що пряма EF дотикається до кола, що описане навколо
4CGF , у точцi F .

Розв’язання. Позначимо через H – середину вiдрiзку BG, тодi FH ‖ CG як середня
лiнiя. Оскiльки4BFG ∼ 4AFD, як прямокутнi з рiвним гострим кутом (рис.3), то також
i 4HFG ∼ 4EFD, звiдси рiвними є кути ∠EFD = ∠HFG = ∠FGC, з рiвностi крайнiх
кутiв у наведений рiвностi випливає, що пряма EF – дотична, бо вони повиннi спиратись
на спiльну дугу кола FC.

3. Задача 9-3.

4. Нехай простi числа p, q пов’язанi рiвнiстю q = 2p+
1. Доведiть, що iснує натуральне число, яке кратне
числу q та має суму цифр, що не перевищує 3.
Розв’язання. Зазначимо, що для числа 5 = 2 ·2+1
це справджується, оскiльки шукане число 10. нехай
в подальшому (10, q) = 1. З малої теореми Ферма
випливає, що

10q−1 − 1
... q ⇔ 102p − 1

... q,

а це рiвносильне тому, що на q дiлиться один з мно-
жникiв 10p−1 або 10p+1. Якщо цим числом є 10p+1,
то твердження доведене, оскiльки його сума цифр до-
рiвнює 2. Залишилось розглянути другу можливiсть,
тобто 10p − 1

... q.
Позначимо через d найменше натуральне число, для якого 10d ≡ 1 (mod q), тодi p

... d.
Оскiльки p – просте, то можливi значення для d – це 1 або p.

Якщо d = 1, то 101 − 1
... q, тобто q = 3, що не задовольняє умови.

Якщо d = p, то це означає, що 1, 10, 102, . . . , 10p−1 мають рiзнi остачi при дiленнi на
q. Нехай множина A – це усi цi остачi чисел 1, 10, 102, . . . , 10p−1 при дiленнi на q, а також
число 0. Множина B – це остачi чисел −1−10k за модулем q при 0 ≤ k < p, а також число
q−1. Оскiльки 10k не дає остачу 0 за модулем q, то кiлькiсть елементiв кожної з множин A
та B дорiвнює p+1, якщо сюди додати що кiлькiсть елементiв у об’єднаннi множин A∪B
не перевищує q = 2p + 1, то звiдси випливає, що перетин цих множин не порожнiй, тобто
iснують такi цiлi невiд’ємнi r, s, що 10r ≡ −1 − 10s (mod q), звiдки випливає, що шукане
число 10r + 10s + 1, яке задовольняє умову, або 10r ≡ −1 (mod q), тодi умову задовольняє
число 10r + 1, або 0 ≡ −1− 10s (mod q), i шукане число 10s + 1, що й треба було довести.
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11 клас

1. Визначити найбiльшу пiдмножину M ⊆ R таку, що нерiвнiсть
√

ab +
√

cd >
√

a + b +
√

c + d

справджується для усiх a, b, c, d ∈M. А чи справджуватиметься нерiвнiсть
√

ab +
√

cd >
√

a + c +
√

b + d

для усiх a, b, c, d ∈M?
Розв’язання. Нехай дана нерiвнiсть справджується для усiх значень a, b, c i d iз

множини M , тодi вона повинна виконуватися i для a = b = c = d ∈ M . З цього маємо,
що всi елементи множини M невiд’ємнi та 2

√
a2 > 2

√
2a, а це еквiвалентно до a2 > 2a ⇔

a(a− 2) > 0. Оскiльки a – невiд’ємне, то маємо, що a > 2, звiдки M ⊆ [2,∞). Якщо a i b є
елементами множини [2,∞), то

(a− 1)(b− 1) > 1⇔ ab > a + b⇔
√

ab >
√

a + b.

Аналогiчно, для чисел c i d iз множини [2,∞) бачимо, що
√

cd >
√

c + d. Тому якщо
a, b, c, d ∈ [2,∞), то

√
ab +

√
cd >

√
a + b +

√
c + d. Отже, M = [2,∞). Доведемо тепер

нерiвнiсть
√

ab +
√

cd >
√

a + c +
√

b + d. Вона еквiвалентна наступнiй

ab + cd + 2
√

abcd > a + b + c + d + 2
√

(a + c)(b + d).

Але ми знаємо, що ab > a+ b, cd > c+d, ac > a+ c, bd > b+d, звiдки й випливає потрiбне.

2. Задача 10-2.

3. Для якого мiнiмального натурального k iснують множина A, що складається рiвно
з k дiйсних чисел, та попарно рiзнi дiйснi числа x1, x2, . . . , x2010, якi задовольняють умову:
усi числа x1 + x2, x2 + x3, . . . , x2009 + x2010, x2010 + x1 належать множинi A?

Вiдповiдь: k = 3.
Розв’язання. Позначимо значення m1 = x1+x2, m2 = x2+x3, . . . , m2009 = x2009+x2010,

m2010 = x2010 + x1. Тодi m1 6= m2, бо iнакше x1 = x3, що суперечить умовi. Так само
mi 6= mi+1 для усiх i = 1, 2010 (тут зрозумiло, що m2011 = m1).

Звiдси вже очевидно, що k ≥ 2.
Якщо припустити, що мiнiмальне значення k = 2, тобто A = {a, b}, a 6= b, то

x1 + x2 = a, x2 + x3 = b, x3 + x4 = a, . . . , x2009 + x2010 = a, x2010 + x1 = b.

Але тодi

1005a = (x1+x2)+(x3+x4)+. . .+(x2009+x2010) = (x2+x3)+(x4+x5)+. . .+(x2010+x1) = 1005b.

Звiдси a = b – суперечнiсть.
Для k = 3 побудуємо шуканий приклад: x2k−1 = k, x2k = 2011− k, k ≥ 1. Тодi
xi + xi+1 = 2011, якщо i – непарне;
xi + xi+1 = 2012, якщо i – парне та менше вiд 2010;
x2010 + x1 = 1007, якщо i = 2010.
Тобто множина A мiстить рiвно 3 рiзнi елементи, що й треба було показати.

4. Задача 10-4.
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