
Çàñòîñóâàííÿ iíâåðñi¨

Ïîìåùàåì â çàäàííóþ òî÷êó ïó-

ñòûíè êëåòêó, âõîäèì â íåå è çà-

ïèðàåì èçíóòðè. Ïðîèçâîäèì èí-

âåðñèþ ïðîñòðàíñòâà ïî îòíîøå-

íèþ ê êëåòêå. Òåïåðü ëåâ âíóòðè

êëåòêè, à ìû - ñíàðóæè.

Ã. Ïåòàðä
Âîíà ïðàöþ¹.

Ïåðåäâèáîð÷à àãiòàöiÿ
Äëÿ âäàëîãî çàñòîñóâàííÿ iíâåðñi¨ íåîáõiäíî ïàì'ÿòàòè:

• Êîëî, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð iíâåðñi¨ ïåðåõîäèòü â ïðÿìó, ùî íå ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð
iíâåðñi¨.

• Ïðÿìà, ùî íå ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð iíâåðñi¨ ïåðåõîäèòü â êîëî, ùî ïðîõîäèòü ÷åðå öåíòð
iíâåðñi¨.

• Ïðÿìà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð iíâåðñi¨ ïåðåõîäèòü â ñåáå.

• ßêùî îá'¹êò (ïðÿìà àáî êîëî) äîòèêà¹òüñÿ äî iíøèõ îá'¹êòiâ, òî ïiñëÿ iíâåðñi¨ îáðàç öüîãî
îá'¹êòà äîòèêà¹òüñÿ äî îáðàçiâ iíøèõ.

Âïðàâà 1. Êîëî ω äîòèêà¹òüñÿ äî êîëà γ òà éîãî õîðäè AB. Äîâåäiòü, ùî ïðÿìà, ÿêà ñïîëó÷à¹
òî÷êè äîòèêó γ ç ω i ω ç AB ïðîõîäèòü ÷åðåç ñåðåäèíó äóãè AB êîëà γ, äå íåìà¹ òî÷êè äîòèêó
γ ç ω.

Çàäà÷à 1. Íåõàé p � ïiâïåðèìåòð òðèêóòíèêà ABC. Òî÷êè E òà F íà AB òàêi, ùî CE = CF =
p. Äîâåäiòü, ùî îïèñàíå êîëî òðèêóòíèêà AFE äîòèêà¹òüñÿ äî çîâíiâïèñàíîãî êîëà òðèêòíèêà
ABC, ÿêå äîòèêà¹òüñÿ äî ñòîðîíè AB.

Çàäà÷à 2. Êîëî ω äîòèêà¹òüñÿ äî ñòîðií AB òà AC òðèêóòíèêà ABC, à òàêîæ äî éîãî îïèñàíîãî
êîëà â òî÷öi K (íàïiââïèñàíå êîëî). Çîâíiâïèñàíå êîëî äîòèêà¹òüñÿ äî ñòîðîíè BC â òî÷öi
N . Äîâåäiòü, ùî ∠BAK = ∠CAN .

Çàäà÷à 3. Íåõàé C0, A0, B0 � ñåðåäèíè ñòîðií AB, BC, AC òðèêóòíèêà ABC âiäïîâiäíî. ×åðåç
O ïîçíà÷èìî öåíòð îïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà ABC. Îïèñàíi êîëà òðèêóòíèêiâ ABO òà A0B0C0

ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷êàõ P òà Q. Äîâåäiòü, ùî ∠ACP = ∠BCQ.

Çàäà÷à 4. Õîðäà XY îïèñàíîãî êîëà ω òðèêóòíèêà ABC ïàðàëåëüíà BC òà ðîçòàøîâàíà ìiæ
òî÷êîþ A òà ñòîðîíîþ BC. Êîëà γ1 òà γ2 äîòèêàþòüñÿ äî öi¹¨ õîðäè, êîëà ω òà ñòîðií AB òà AC
âiäïîâiäíî, ïðè÷îìó âîíè ðîçòàøîâàíi ìiæ ïðÿìèìè BC òà XY . Äîâåäiòü, ùî ñïiëüíi âíóòðiøíi
äîòè÷íi öèõ êië ïåðåòèíàþòüñÿ íà áiñåêòðèñi êóòà A.

Çàäà÷à 5. Íåõàé O � öåíòð îïèñàíîãî êîëà ãîñòðîêóòíîãî òðèêóòíèêà ABC. Íà âiäðiçêàõ OB
i OC âèáðàëè òî÷êè E òà F âiäïîâiäíî òàê, ùî BE = OF . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M i N ñåðåäèíè äóã
AOE i AOF îïèñàíèõ êië òðèêóòíèêiâ AOE i AOF âiäïîâiäíî. Äîâåäiòü, ùî ∠ENO+∠FMO =
2∠BAC.

Çàäà÷à 6. ×îòèðèêóòíèê ABCD âïèñàíî â êîëî ω. Ïðÿìi AB òà CD ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi P ,
ïðÿìi BC òà AD � â òî÷öi Q, à äiàãîíàëi AC òà BD � â òî÷öi R. Íåõàé M � ñåðåäèíà âiäðiçêà
PQ,i íåõàé K � ñïiëüíà òî÷êà âiäðiçêà MR òà êîëà ω. Äîâåäiòü, ùî îïèñàíå êîëî òðèêóòíèêà
KPQ òà ω äîòèêàþòüñÿ.



Çàäà÷à 7. ×îòèðèêóòíèê ABCD âïèñàíî â êîëî ç öåíòðîì O. Äiàãîíàëi AC òà BD ïåðåòèíà-
þòüñÿ â òî÷öi P . Íåõàé M òà N � ñåðåäèíè äóã AB òà CD îïèñàíèõ êië òðèêóòíèêiâ ABO òà
CDO, ÿêi íå ìiñòÿòü O. Äîâåäiòü, ùî M , N , P ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié.

Çàäà÷à 8. Â òðèêóòíèê ABC âïèñàíî êîëî ω ç öåíòðîì I. Îïèñàíå êîëî Γ òðèêóòíèêà AIB
ïåðåòèíà¹ ω â òî÷êàõ X òà Y . Ñïiëüíi äîòè÷íi äî Γ òà ω ïåðåòèíàþòüñÿ â Z. Äîâåäiòü, ùî
îïèñàíå êîëî òðèêóòíèêà XY Z äîòèêà¹òüñÿ äî îïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà ABC.

Çàäà÷à 9. Âñåðåäèíi âïèñàíîãî ÷îòèðèêóòíèêà ABCD âiäìi÷åíà òî÷êà P , òàêà ùî ∠PBC =
∠PDA i ∠PCB = ∠PAD. Äîâåäiòü, ùî iñíó¹ êîëî, ÿêå äîòèêà¹òüñÿ äî ïðÿìèõ AB i CD, à
òàêîæ äî îïèñàíèõ êië òðèêóòíèêiâ ABP i CDP .

Çàäà÷à 10. Â ãîñòðîêóòíîìó òðèêóòíèêó ABC ïðîâåäåíà áiñåêòðèñà AA1, M � ¨¨ ñåðåäèíà.
Íà âiäðiçêàõ BM òà CM iñíóþòü òî÷êè P i Q âiäïîâiäíî, òàêi ùî êóòè APC òà AQB ïðÿìi.
Äîâåäiòü, ùî ÷îòèðèêóòíèê MPA1Q âïèñàíèé.

Äîäîìó

Çàäà÷à 1. Íåõàé ω � êîëî ç äiàìåòðîì PQ. Êîëî γ äîòèêà¹òüñÿ äî ω âíóòðiøíiì ÷èíîì òà äà
PQ â òî÷öi C. Òî÷êà A íà ω òà B íà âiäðiçêó CQ òàêi ùî Íåõàé AB � äîòè÷íà äî γ, ïðè÷îìó
PQ ⊥ AB. Äîâåäiòü, ùî AC � áiñåêòðèñà ∠PAB.

Çàäà÷à 2. Íåõàé Γ � îïèñàíå êîëî òðèêóòíèêà ABC. Êîëî ç öåíòðîì â òî÷öi O äîòèêà¹òüñÿ
ñòîðîíè BC â òî÷öi P i äóãè BC, ÿêà íå ìiñòèòü âåðøèíó A, â òî÷öi Q. Äîâåäiòü, ùî, ÿêùî
òî÷êà O íàëåæèòü áiñåêòðèñi êóòà A, òî ∠BAP = ∠CAQ.

Çàäà÷à 3. Â êóòè B òà C âïèñàíî êîëà ω òà γ ç öåíòðàìè P òà Q âiäïîâiäíî. Âiäîìî, ùî
ω òà γ ëåæàòü âñåðåäèíi òðèêóòíèêà ABC, à òàêîæ, ùî ∠BAQ = ∠CAP . Äîâåäiòü, ùî êîëî,
ÿêå äîòèêà¹òüñÿ äî ω òà γ çîâíiøíiì ÷èíîì òà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó A, äîòèêà¹òüñÿ òàêîæ äî
îïèñàíîãî êîëà ABC.

Çàäà÷à 4. Íåõàé M òà N � ñåðåäèíè äóã BC îïèñàíîãî êîëà òðèêòíèêà ABC. Ç âåðøèíè
B ïðîâåäåíà âèñîòà BH. Òî÷êà K íà ïðÿìié AN âèáðàíà òàêèì ÷èíîì, ùî ∠KMH = 90◦.
Äîâåäiòü, ùî BN = BK.

Çàäà÷à 5. Äàíî íåðiâíîáåäðåíûé òðèêóòíèê ABC. Íåõàé N � ñåðåäèíà äóãè BAC éîãî îïè-
ñàíîãî êîëà, à M � ñåðåäèíà ñòîðîíè BC. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç I1 òà I2 öåíòðè âïèñàíèõ êië òðè-
êóòíèêiâ ABM è ACM âiäïîâiäíî. Äîâåäiòü, ùî òî÷êè I1, I2, A, N ëåæàòü íà îäíîìó êîëi.

Çàäà÷à 6. Äâà êîëà ç ðàäióñàìè, ùî äîðiâíþþòü 1 ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷êàõ X òà Y , ïðè÷îìó
âiäñòàíü ìiæ íèìè òåæ 1. Ç òî÷êè C îäíîãî ç êië ïðîâåäåíi äîòè÷íi äî CA òà CB äî äðóãîãî
êîëà, ÿêi âäðóãå ïåðåòèíàþòü ïåðøå êîëî â òî÷êàõ A1 òà B1. Ïðÿìi AA1 òà BB1 ïåðåòèíàþòüñÿ
â òî÷öi Z. Çíàéäiòü êóò XZY .


