
Ïðåäåë ôóíêöèè â òî÷êå. Íåïðåðûâíîñòü

1. Äîêàæèòå, ÷òî ó ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f : [0; 1] → [0; 1] ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà
(òî åñòü òàêîå x, ÷òî f(x) = x).

2. Ñóùåñòâóåò ëè íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ êàæäîå ñâî¼ çíà÷åíèå äîñòèãàåò ðîâíî ïî 2 ðàçà?

3. Ïðèäóìàéòå ïðèìåð ôóíêöèè f : [0; +∞]→ R òàêîé, ÷òî f(a+ n)→ 0, n→∞, íî limx→+∞ f(x)
íå ñóùåñòâóåò.

4. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå
(1− x) cosx = sinx

èìååò ðåøåíèå íà îòðåçêå [0; 1].

5. Ïóñòü
α0 < β0α1 < β1 < · · · < αn < βn

� ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà. Äîêàçàòü, ÷òî âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà

P (x) = (x+ α0) . . . (x+ αn) + 2(x+ β0) . . . (x+ βn)

äåéñòâèòåëüíû.

6. Íàéòè âñå òàêèå íåïðåðûâíûå â 0 ôóíêöèè f : R→ R è óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ

f(x) + f(
2

3
x) = x.

7. Ïóñòü f : [0; 2] → R íåïðåðûâíà. Äîêàæèòå, ÷òî íà îòðåçêå [0; 2] ñóùåñòâóþò ÷èñëà x, y òàêèå,
÷òî

y − x = 1, f(y)− f(x) = 1

2
(f(2)− f(0))

.

8. Ðàññìîòðèòå ôóíêöèþ Äèðèõëå, êîòîðàÿ ðàâíà 1 â ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ è 0 â èððàöèîíàëüíûõ,
è íà å¼ îñíîâå ïðèäóìàéòå ïðèìåð ôóíêöèè, êîòîðàÿ íåïðåðûâíà âî âñåõ èððàöèîíàëüíõ òî÷êàõ
è ðàçðûâíà âî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ.

9. Äîêàæèòå, ÷òî èíúåêòèâíàÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ � íåïðåðûâíà.
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