
Вiдбiр мiста Києва на Всеукраїнську олiмпiаду

I тур

Умови та розв’язки по усiх класах

8 клас

1. Знайти усi рацiональнi r та цiлi k, якi задовольняють рiвняння:

r(5k − 7r) = 3.

Вiдповiдь: (k = 2, r = 1); (k = 2, r = 3
7
); (k = −2, r = −1); (k = −2, r = −3

7
).

Розв’язання. Очевидно, що r 6= 0, позначимо r = m
n
– нескоротний дрiб, n > 0. Пiдста-

вимо цей дрiб у задане рiвняння i будемо мати, що m
n

(
5k − 7m

n

)
= 3, або це рiвносильне

рiвностi m(5kn − 7m) = 3n2. Звiдси випливає, що 3n2 ...m, але оскiльки m,n – взаємно

простi числа, то 3
...m, тому можливi 4 випадки.

1) m = 1 ⇒ 5kn − 7 = 3n2 або n(5k − 3n) = 7, звiдки випливає, що n = 1 або n = 7.
При n = 1 ми одержуємо, що k = 2, r = 1, при n = 7 маємо рiвняння 5k = 22, яке цiлих
розв’язкiв немає.

2) m = 3 ⇒ n(5k − n) = 21, iз взаємної простоти m,n маємо, що n = 1 або n = 7. Цей
випадок має розв’язання лише у другому випадку i цей розв’язок є k = 2, r = 3

7
.

3) m = −1⇒ n(5k+3n) = −7, знову маємо, що n = 1 або n = 7. Тут розв’язок iснує лише
при n = 1 ⇒ k = −2, r = −1.

4) m = −3 ⇒ n(5k + n) = −21, звiдси знаходимо останнiй розв’язок k = −2, r = −3
7
.

2. Чи можна на прямiй вiдмiтити n синiх та n жовтих точок таким чином, щоб сума по-
парних вiдстаней мiж однокольоровими точками була бiльшою вiд суми вiдстаней мiж
рiзнокольоровими точками?

Вiдповiдь: Не можна.

Розв’язання. Доведемо, що сумарна вiдстань мiж рiзнокольоровими точками завжди
бiльша. Назвемо однокольоровим вiдрiзком такий, що має однокольоровi кiнцi, i рiзноко-
льоровим - у якого кiнцi рiзного кольору. Покажемо, що якщо взяти будь-якi двi сусiднi
точки, то серед вiдрiзкiв, що його покривають, кiлькiсть рiзнокольорових вiдрiзкiв бiльша
вiд кiлькостi однокольорових вiдрiзкiв.

Дiйсно, нехай AB – сусiднi точки (A лiвiша вiд B), тодi злiва вiд A включно з самою
точкою A розташовано k1 синя та m1 жовта точки, вiдповiдно праворуч вiд B включно
з самою точкою B розташовано k2 синя та m2 жовта точки, n = k1 + k2 = m1 + m2.
Пiдрахуємо кiлькiсть рiзних типiв вiдрiзкiв, що покривають AB. Однокольорових буде
O = k1k2 + m1m2, а рiзнокольорових – R = k1m2 + m1k2. Тодi R − O = k1(m2 − k2) +
m1(k2 − m2) = (k1 − m1)(m2 − k2) ≥ 0, оскiльки очевидно, що дужки мають однаковi
знаки. Зауважимо також, що для деяких вiдрiзкiв очевидно, що знак буде строго бiльше,
коли не виконується рiвнiсть k1 = m1, наприклад для вiдрiзкiв, у яких непарна кiлькiсть
точок злiва та справа. Таким чином сумарна довжина рiзнокольорових вiдрiзкiв завжди
бiльша.

3. Нехай ABCD опуклий чотирикутник вписаний у коло з центром у точцi O та радiусом R
(через (O,R) тут i в подальшому будемо позначати коло з центром у точцi O та радiусf R).
Розглянемо чотири кола γA = (A,R), γB = (B,R), γC = (C,R), γD = (D,R), i позначимо
таким чином їх точки перетину вiдмiннi вiд точки O: K ∈ γA ∩ γB, L ∈ γB ∩ γC ,M ∈
γC ∩ γD, N ∈ γD ∩ γA. Довести, що KLMN – паралелограм.
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Розв’язання. З властивостей
перетину двох однакових кiл,
маємо, що вiдрiзки AK = OB
та AK ‖ OB, тому AKBO –
ромб (рис.1). Аналогiчно ром-
бами є чотирикутники BOCL,
DOCM таDOAN . ТомуKACL
та NACM паралелограми, звiд-
ки випливає що KL = AC =
MN та KL ‖ AC ‖ MN ,
тобто KLMN також паралело-
грам, що й треба було довести.

4. Вiдомо, що iснує таке число
S, для якого виконується умо-
ва: якщо для чотирьох чисел
a, b, c, d, вiдмiнних вiд 0 та 1 ви-
конуються рiвностi

S = a+b+c+d =
1

a
+

1

b
+

1

c
+

1

d
,

то має мiсце i наступна рiвнiсть:

S =
1

a− 1
+

1

b− 1
+

1

c− 1
+

1

d− 1
.

Знайдiть усi можливi значення S.

Вiдповiдь: S = −2.

Розв’язання. Зрозумiло, що якщо числа a, b, c, d задовольняють умову задачi, то числа
1
a
, 1
b
, 1
c
, 1
d
також задовольняють умови. Таким чином також повинна виконуватись така

рiвнiсть:

S =
1

1
a
− 1

+
1

1
b
− 1

+
1

1
c
− 1

+
1

1
d
− 1

.

Додамо останнi двi рiвностi, з урахуванням спiввiдношення 1
x−1

+ 1
1
x
−1

= 1
x−1

+ x
1−x = 1−x

x−1
=

−1, маємо, що 2S = −4, або S = −2, що й треба було знайти.

Зауваження. Неважко переконатись, що якщо a + b + c + d = 1
a

+ 1
b

+ 1
c

+ 1
d

= −2, то й
обов’язково 1

a−1
+ 1

b−1
+ 1

c−1
+ 1

d−1
= −2, але цього в задачi не вимагається.

9 клас

1. Знайти усi такi натуральнi n, для яких (8n + n) дiлиться на (2n + n).

Вiдповiдь: n = 1, 2, 4, 6.

Розв’язання. Зробимо такi перетворення: , 8n+n = (2n+n) ((2n)2 − n · 2n + n2)−(n3−n)
оскiльки вираз ((2n)2 − n · 2n + n2) - натуральний, то умова задачi рiвносильна тому, що
(n3 − n) дiлиться на (2n + n).

При n = 1 N3 − n = 0 i умова виконується.

При n > 1 повинна виконуватись нерiвнiсть: (n3 − n) ≥ (2n + n) ⇒ n3 ≥ 2n. ММI легко
показати, що остання нерiвнiсть не виконується при n ≥ 10, а тому залишається перевi-
рити тi значення, що залишились. Перевiркою переконуємось, що умова виконується при
n = 2, 3, 6.

2. Задача 8.2
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3. Задача 8.3

4. Знайти найбiльше можливе значення λ таке, що для довiльних додатних чисел u, v, w, якi
задовольняють умову u

√
vw + v

√
uw + w

√
uv ≥ 1, виконується нерiвнiсть:

u+ v + w ≥ λ.

Вiдповiдь: λ =
√

3.
Розв’язання. Скористаємось нерiвностями мiж середнiми та нерiвнiстю Кошi-Буняковського
:

(u+ v + w)4

9
=

(
u+ v + w

3

)3

· 3(u+ v + w) ≥ 3uvw(u+ v + w) =

= (uvw + uvw + uvw)(u+ v + w) ≥ (u
√
vw + v

√
uw + w

√
uv)2 ≥ 1.

Таким чином u+ v + w ≥
√

3, рiвнiсть досягається при умовi u = v = w =
√

3
3
.

10 клас

1. Задача 9.1

2. Хокейний турнiр у якому прийняли участь бiльше нiж 5 команд, проводився у одне коло,
тобто кожна команда зiграла з iншою рiвно 1 раз. Виявилось, що усi команди набрали
рiзну кiлькiсть очок, команда, що стала останньою виграла не менше 25% вiдсоткiв своїх
матчiв, а команда, що посiла друге мiсце - виграла не бiльше 40% своїх матчiв. Яка
найбiльша кiлькiсть команд могла приймати участь у цьому турнiрi? (У хокеї за перемогу
дається 2 очки, за нiчию – 1 очко, за поразку – 0 очок).
Вiдповiдь: 9 команд.
Розв’язання. Нехай у турнiрi приймало участь n команд, тодi кожна зiграла n−1 матч.
Команда, що стала останньою виграла не менше 25% зустрiчей, тому набрала не менше,
нiж n−1

4
· 2 = n−1

2
очок. Тому, передостання команда набрала щонайменше n−1

2
+ 1, третя

з кiнця – не менше, нiж n−1
2

+ 2 i так далi. Переможець набрав щонайменше n−1
2

+ n− 1.
Таким чином усi разом команди набрали очок не менше, нiж

n− 1

2
+
n− 1

2
+ 1 +

n− 1

2
+ 2 . . .+

n− 1

2
+ n− 1 = n(n− 1).

Але й усього очок було у турнiрi розiграно рiвно n(n − 1). Тому в усiх цих нерiвностях
щодо набраних очок слова ”не менше” треба замiнити на рiвностi, тобто на слова ”рiвно”.
Таким чином остання команда виграла рiвно n−1

4
матчiв. Таким чином число n−1 кратне

4. Тепер розглянемо оцiнку для другої команди, про яку вiдомо, що вона виграла не бiльше
нiж 40% матчiв та набрала n−1

2
+ n− 2 очок. Тодi маємо таку нерiвнiсть:

n− 1

2
+ n− 2 ≤ 4

10
(n− 1) · 2 6

10
(n− 1),

звiдки знаходимо, що n ≤ 11. З умов, що n кратне 4 та бiльше 5 єдина можливiсть – n = 9.
Залишається показати, що подiбний турнiр за участю 9 команд мiг вiдбутися. Це показує
останнiй приклад.

Мiсце 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Очки
1 ХХ 1 2 1 1 1 2 2 2 12
2 1 ХХ 1 1 1 1 2 2 2 11
3 0 1 ХХ 1 1 1 2 2 2 10
4 1 1 1 ХХ 1 1 0 2 2 9
5 1 1 1 1 ХХ 1 0 1 2 8
6 1 1 1 1 1 ХХ 0 0 2 7
7 0 0 0 2 2 2 ХХ 0 0 6
8 0 0 0 0 1 2 2 ХХ 0 5
9 0 0 0 0 0 0 2 2 ХХ 4
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3. Нехай O – центр описаного кола триктуни-
ка ABC, точки A1, B1, C1 – середини вiдпо-
вiдних сторiн, точки A2, B2, C2 визначаються
умовами

−−→
OA2 = λ·

−−→
OA1,

−−→
OB2 = λ·

−−→
OB1,

−−→
OC2 =

λ ·
−−→
OC1, при λ > 0. Довести, що прямi

AA2, BB2, CC2 перетинаються в однiй точцi.
Розв’язання. Побудуємо H – ортоцентр
4ABC (рис.2). Тодi вiдомо, що

−−→
AH = 2

−−→
OA1.

Нехай прямi AA2 та OH перетинаються у то-
чцi G, з подiбностi 4AGH ∼ 4GOA2 ми ма-
ємо, що

−−→
HG = 2

λ

−→
GO, таким чином AA2 пере-

тинає вiдрiзок OH у точцi, що подiляє його
у фiксованому вiдношеннi 2

λ
, тому через цю

точку проходять i усi iншi вiдрiзки BB2 та
CC2.

4. Задача 9.4

11 клас

1. Нехай M – нескiнченна множина рацiональних чисел таких, що добуток будь-яких 2009 з
них (попарно рiзних) є цiлим числом, яке не дiлиться на 2009-ий степiнь простого числа.
Довести, що усi числа множини M – цiлi.

Розв’язання. Виберемо деякi 2008 чисел a1, a2, . . . , a2008 ∈M , при цьому a1a2 . . . a2008 =
p
q
, де (p, q) = 1. Звiдси одержимо, що множинаM мiстить нескiнченну кiлькiсть рацiональ-

них чисел αi = pi

qi
, таких що (pi, qi) = 1 та αi · pq – цiле, тобто qi|p, тобто нескiнченно багато

з чисел qi рiвнi мiж собою. Тому добуток таких 2009 чисел не є цiлим. Звiдси випливає,
що множина M мiстить нескiнченну кiлькiсть цiлих чисел.

Нехай a
b
∈ M , (a, b) = 1, b > 1. Якщо p – простий дiльник числа b, тодi у множинi M

є нескiнченна кiлькiсть цiлих чисел, якi кратнi p. Тодi можна взяти 2009 таких чисел i
вийде, що їх добуток буде дiлитись на p2009, що суперечить умовi. Одержана суперечнiсть
завершує доведення того, що усi числа множини M є цiлими.

2. Задача 10.2

3. Задача 10.3

4. Знайти усi трiйки дiйсних чисел (x, y, z), кожне з яких бiльше 3, якi задовольняють рiв-
нiсть:

(x+ 2)2

y + z − 2
+

(y + 4)2

z + x− 4
+

(z + 6)2

x+ y − 6
= 36.

Вiдповiдь: (x, y, z) = (10, 8, 6).

Розв’язання. З умов задачi випливає, що усi знаменники доданi. З нерiвностi Кошi-
Буняковського(

(x+ 2)2

y + z − 2
+

(y + 4)2

z + x− 4
+

(z + 6)2

x+ y − 6

)
((y + z − 2) + (x+ z − 4) + (x+ y − 6)) ≥

≥ (x+ y + z + 12)2 ⇔

(x+ 2)2

y + z − 2
+

(y + 4)2

z + x− 4
+

(z + 6)2

x+ y − 6
≥ 1

2
· (x+ y + z + 12)2

x+ y + z − 6
.
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Iз заданої в умовi рiвностi маємо, що (x+y+z+12)2

x+y+z−6
≤ 72.

Позначимо t = x+y+z+12 > 21 остання нерiвнiсть набуває такого вигляду: t2 ≤ 72(t−18)
⇔ t2 − 72t + 1296 ≤ 0 ⇔ (t − 36)2 ≤ 0. Таким чином тут можлива лише рiвнiсть t = 36

⇔ x+ y + z = 24. Крiм того рiвнiсть можлива лише при умовi (x+y+z+12)2

x+y+z−6
= 72, а остання

нерiвнiсть можлива, коли у нерiвностi Кошi-Буняковскього виконується рiвнiсть, а це
вiдбувається, коли вiдповiднi доданки пропорцiйнi, тобто x+2

y+z−2
= y+4

x+z−4
= z+6

y+x−6
= a. Далi

шляхом перетворень можна одержати, що


a(y + z)− x = 2(a+ 1),
a(x+ z)− y = 4(a+ 1),
a(y + x)− x = 6(a+ 1),

⇒ (2a− 1)(x+ y +

z) = 12(a+ 1) ⇒ a = 1 ⇒ (x, y, z) = (10, 8, 6).
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