
Вiдбiр мiста Києва на Всеукраїнську олiмпiаду 2010-2011 рр

III тур

Умови та розв’язки по усiх класах

8 клас

1. Нехай n = (p2+2)2−9(p2−7) – натуральне число, де p – просте число. Яку найменшу
суму цифр може мати число n, i для яких простих p вона досягається?

Вiдповiдь: n = 103 та p = 3.
Розв’язання. При p = 2 та p = 3 маємо, що n = 63 та n = 103 вiдповiдно. Для усiх

iнших n можемо записати, що

n = (p2+2)2−9(p2−7) = p4−5p2+4+63 = (p2−4)(p2−1)+63 = (p−2)(p−1)(p+1)(p+2)+63.

При p 6= 3 кожний з виразiв (p − 1)(p − 2) та (p + 1)(p + 2) кратний 3, тому n кратне 9,
звiдси найменша можлива сума цифр буде 9. Таким чином шуканi значення n = 103 та
p = 3.

2. Через точку L – середину сторони BC трикутника ABC, у якого AC < AB, провели
пряму l, що паралельна бiсектрисi AV кута BAC. Пряма l перетинає прямi AB та AC у
точках X та Y вiдповiдно. На променi XY вiдмiчено точку Z, для якої справджується
рiвнiсть XY = Y Z. Прямi BY та CZ перетинаються в точцi D. Доведiть, що бiсектриса
∠BDC паралельна прямiй l.

Розв’язання. Вiдмiтимо на променi AY точку E,
для якої AE = AB. Тодi BE ‖ l оскiльки ∠ABE =
1
2
(π−∠BAE) = ∠BAV . Тодi вiдрiзок LY середня лi-

нiя 4BEC, бо вона проходить через середину сторо-
ни та паралельно основi. Тому Y – середина вiдрiзку
CE. Таким чином у чотирикутнику XEZC дiагоналi
в точцi перетину дiляться навпiл, тому вiн паралело-
грам, звiдси EX ‖ CZ. Нехай BY ∩ EX = T . Тодi
бiсектриса ∠BDC паралельна бiсектрисi ∠ETY , бо
у цих кутiв паралельнi сторони. Оскiльки за побудо-
вою 4BAE рiвнобедрений, а XY ‖ BE, то BEXY
– рiвнобедрена трапецiя, дiагоналi якої перетинаю-
ться в точцi T . З мiркувань симетрiї зрозумiло, що
бiсектриса ∠ETY паралельна основам трапецiї, тоб-
то паралельна прямiй l ‖ AV , що й треба було дове-
сти.

3. На площинi задано n точок, жоднi три з яких не лежать на однiй прямiй. Доведiть,
що iснує принаймнi n(n−2)

3
трикутникiв, вершини яких вибранi серед заданих точок, а

всерединi трикутникiв не мiститься жодна iнша точка з цiєї множини.
Розв’язання. Позначимо задану множину точок через S. Ви-
беремо довiльнi двi точки X, Y ∈ S та розглянемо пiвплощину
з межею XY , яка мiстить принаймнi одну з iнших точок мно-
жини S. Розглянемо серед цих точок точку Z – найближчу до
прямої XY , тодi трикутник XY Z – один з тих, що задоволь-
няє умови. Дiйсно, якби всерединi цього трикутника була ще
одна точка множини S, то вона очевидно буде ближчою до пря-
мої XY , нiж точка Z (рис.5), оскiльки площа S4XY Z < S4XY T ,
тому й висота менша.

1



Припустимо, що у нас рiвно k пар точок, якi мають властивiсть, що уся множина S
розташована по один бiк вiд прямої, що утворена цими точками. Зрозумiло, що усi цi
вершини утворюють опуклу оболонку множини, а тому кiлькiсть таких пар не бiльше
вiд n. Iнакше – це просто доводиться методом вiд супротивного. Для кожної точки може
iснувати не бiльше двох iнших точок. А тому загальна кiлькiсть пар не перевищує n.
Для решти пар точок iснує принаймнi два шуканих трикутники. Таким чином загальна
кiлькiсть таких трикутникiв, що пiдраховуються для кожної пари точок не менше нiж

k + 2(C2
n − k) = n(n− 1)− k ≥ n(n− 1)− n = n(n− 2).

Оскiльки кожний трикутник мiг бути пiдрахований щонайбiльше тричi, то загальна кiль-
кiсть таких трикутникiв не менше нiж n(n−2)

3
, що й треба було довести.

4. Натуральнi числа a, b, n задовольняють рiвнiсть:

1

a
+

1

b
+

n

[a, b]
=

1

(a, b)
,

де через [a, b], (a, b) вiдповiдно позначенi НСК та НСД чисел a, b.
а) Доведiть, що n – непарне.
б) Знайдiть для n = 2011 такi значення a, b, для яких сума a+ b – мiнiмальна.
Вiдповiдь: 5 та 504.
Розв’язання. а) Позначимо через d = (a, b), тодi зрозумiло, що a = dx, b = dy, де

числа x, y взаємно простi. Тодi [a, b] = ab
d

= dxdy
d

= dxy. Iз заданої рiвностi маємо, що

1

a
+

1

b
+

n

[a, b]
− 1

(a, b)
=

1

dx
+

1

dy
+

n

dxy
− 1

d
= 0,

y + x+ n− xy = 0 ⇔ (x− 1)(y − 1) = n+ 1.

Оскiльки x, y взаємно простi, то принаймнi одне з них непарне, звiдки лiва частина остан-
ньої рiвностi – парна, тому n – непарне.

б) Без обмеження загальностi розгляду вважаємо, що x ≤ y, тодi з рiвностi

(x− 1)(y − 1) = 2012 = 22 · 503

маємо, що (x− 1, y − 1) ∈ {(1; 2012), (2; 1006), (4; 503)}. Звiдси

(x, y) ∈ {(2; 2013), (3; 1007), (5; 504)}.

Зрозумiло, що мiнiмальна сума a+ b буде при d = 1 та при a = x = 5, b = y = 504.

9 клас

1. Обчислити значення виразу:

99∑
n=1

√
10 +

√
n

99∑
n=1

√
10−

√
n

.

Вiдповiдь: 1√
2−1

=
√

2 + 1.

Розв’язання. Позначимо

99∑
n=1

√
10+
√

n

99∑
n=1

√
10−
√

n

= S
T
. Зауважимо, що ∀a, b > 0 має мiсце рiвнiсть:√

a+ b+ 2
√
ab =

√
a+
√
b. Таким чином, ми ∀n = 1, 99 пiдберемо a, b так, щоб a+ b = 20
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i ab = n –з простого квадратного рiвняння можна одержати, що a = 10 +
√

100− n та
b = 10−

√
100− n. Тому справджується рiвнiсть:√

20 + 2
√
n =

√
10 +

√
100− n+

√
10−

√
100− n ⇒

√
2S =

99∑
n=1

√
20 + 2

√
n =

99∑
n=1

(√
10 +

√
100− n+

√
10−

√
100− n

)
.

Якщо у останнiй сумi помiняти порядок додавання з 1 → 99 на 99 → 1, тобто зробити
замiну iндексi додавання на n′ = 100−n, то останнiй ланцюг рiвностей можна продовжити
таким чином:

99∑
n=1

(√
10 +

√
100− n+

√
10−

√
100− n

)
=

99∑
n=1

(√
10 +

√
n+

√
10−

√
n

)
,

тобто ми одержуємо таку рiвнiсть:
√

2S = S+T ⇒ (
√

2−1)S = T ⇒ S
T

= 1√
2−1

=
√

2+1.

2. Задача 8-2.

3. Задача 8-3.

4. Нехай для функцiї f : N → R для кожного натурального числа n та його простого
дiльника p справджується рiвнiсть:

f(n) = f

(
n

p

)
− f(p).

Вiдомо, що
f(22007) + f(32008) + f(52009) = 2006,

обчислiть значення
f(20072) + f(20083) + f(20095).

Вiдповiдь: 9.
Розв’язання. Якщо n = p – просте число, то f(p) = f

(
p
p

)
−f(p) = f(1)−f(p). Тобто

f(p) = 1
2
f(1). (1).

Для простих p, q маємо при n = pq:

f(n) = f

(
n

p

)
− f(p) = f(q)− f(p),

f(n) = f

(
n

q

)
− f(q) = f(p)− f(q),

звiдки з рiвностi (1) маємо, що f(n) = f(pq) = 0.
Для простих p, q, r маємо при n = pqr:

f(n) = f(pqr) = f

(
n

p

)
− f(p) = f(qr)− f(p) = −1

2
f(1).

Далi нескладно показати ММI, що якщо n є добутком k простих множникiв, то
f(n) = 1

2
(2− k)f(1). Зауважимо, що така функцiя задовольняє умову задачi.

Iз заданої умови
2006 = f(22007) + f(32008) + f(52009) =

= 2−2007
2

f(1) + 2−2008
2

f(1) + 2−2009
2

f(1) = −3·2006
2
f(1).

Звiдси f(1) = −2
3
. Далi вже неважко обчислити, що

f(20072) + f(20083) + f(20095) = f(34 · 2232) + f(29 · 2513) + f(710 · 415) =

= 2−6
2
f(1) + 2−12

2
f(1) + 2−15

2
f(1) = 9.
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10 клас

1. Задача 9-1.

2. Нехай G та O вiдповiдно – точка перетину медiан та центр описаного навколо три-
кутника ABC кола. Серединнi перпендикуляри до вiдрiзкiв GA,GB,GC перетинаються у
точках A1, B1, C1. Довести, що O – точка перетину медiан трикутника A1B1C1.

Розв’язання. Позначимо як на рисунку середини сторiн 4ABC через D,E, F , i
побудуємо вiдповiднi серединнi перпендикуляри до вiдрiзкiв GA,GB,GC.
Тодi за побудовою точки A1, B1, C1 – цен-
три опсианих кiл навколо триктуникiв GCB,
GAC та GAB вiдповiдно. Тодi A1D, B1E
та C1F є серединними перпендикулярами то
сторiн BC, CA та AB вiдповiдно. зрозумiло,
що вони перетинаються у точцi O – центрi
описаного кола навколо 4ABC.
Нехай пряма A1D перетинає вiдрiзок B1C1 у
деякiй точцi N . З вписаного чотирирктуни-
ка AMEB1 (∠AMB1 = ∠AEB1 = 90◦) ⇒
∠MAE = ∠MB1E = α, аналогiчно з впи-
саного чотирирктуника DOEC ⇒ ∠ECD =
∠EON = β, тому 4ADC ∼ 4B1NO ⇒
NB1

NO
= AD

CD
. Треба окремо розглянути випад-

ки, коли ∠AGC гострий або прямий. У цих
випадках подiбнiсть 4ADC ∼ 4B1NO збе-
рiгається, а доведення цього факту проводи-
ться аналогiчним чином. Цей факт зручно
вiдразу доводити орiєнтованими кутами.

З вписаного чотирикутника AMFC1 ∠MAF = ∠MC1F = γ, аналогiчно з DOFB
∠FBD = ∠FON = ϕ. З одержаних вище рiвностей 4ADB ∼ 4C1NO ⇒ NC1

NO
= AD

BD
.

Таким чином NB1 = NC1, тобто A1N – медiана4A1B1C1, аналогiчно для iнших вiдрiзкiв,
оскiльки вони проходять через точку O, то це i є точкою перетину медiан 4A1B1C1, що й
треба було довести.

3. Нехай n – натуральне число. У мiстi X є n дiвчат та n хлопцiв, та кожна дiвчина
знає кожного хлопця. У мiстi Y є n дiвчат g1, g2, . . . , gn та (2n− 1) хлопцiв b1, b2, . . . , b2n−1.
Для кожного i = 1, n дiвчина gi знає тiльки хлопцiв b1, b2, . . . , b2i−1 (з iншими не знайома).
Нехай деяке натуральне r таке, що 1 ≤ r ≤ n. У кожному мiстi r дiвчат та r хлопцiв
утворили на вечiрцi пари для танцiв, причому кожна дiвчина танцює iз хлопцем, якого
знає. Позначимо через X(r) кiлькiсть варiантiв, якими ми можемо утворити r пар, що
танцюють у мiстi X, а через Y (r) аналогiчну величину у мiстi Y . Довести, що для кожного
r = 1, n справджується рiвнiсть X(r) = Y (r).

Розв’язання. Позначимо цi величини Xn(r) та Yn(r). Для мiста X все дуже просто
обчислити. Оскiльки усi знайомi, тому можемо вибрати Cr

n способами дiвчат, Cr
n способами

хлопцiв, ще r! способiв є утворення пар, тому загалом Xn(r) = (Cr
n)2 · r! = (n!)2

r!·((n−r)!)2
.

Нехай An(r) – кiлькiсть рiзних способiв, якими ми можемо утворити танцюючи пари
з r дiвчат та r хлопцiв мiста Y , де кожна дiвчина знайома з своїм хлопцем у парi, при
цьому gn обов’язково одна з цих дiвчат. Нехай Bn(r) = Yn(r)− An(r).

Якщо дiвчини n > 1 gn немає серед обраних пар, то хлопцiв b2n−2 та b2n−1 теж не
приймають участi у цих парах, тому Bn(r) = Yn−1(r).

З iншого боку, якщо дiвчина gn є серед цих r пар, то можна розглянути випадок, коли
ми маємо вибрати (r−1) дiвчину з (n−1), утворити пари з (r−1) хлопцем (за виключенням
двох останнiх хлопцiв), пiсля цього множимо на кiлькiсть способiв, за якими дiвчина gn
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може утворити пару з будь-яким хлопцем серед усiх що залишились, тобто серед (2n− r).
Таким чином маємо таку рiвнiсть: An(r) = (2n− r)Yn−1(r − 1).

З одержаних двох рiвностей iндукцiєю покажемо, що Yn(r) = (n!)2

r!·((n−r)!)2
.

Очевидно, що Y1(1) = 1. Припустимо, що та рiвнiсть вiрна для n = k. Тодi для r = 2, k
маємо: Yk+1(r) = Ak+1(r) + Bk+1(r) = (2(k + 1) − r)Yk(r − 1) + Yk(r) = (2k + 2 − r) ·

(k!)2

(r−1)!((k−r+1)!)2
+ (k!)2

r!((k−r)!)2
= r(2k+2−r)(k!)2+(k−r+1)2(k!)2

r!((k+1−r)!)2
= ((k+1)!)2

r!((k+1−r)!)2
, що й треба було довести.

Далi для r = 1 ми маємо Yk+1(1) = Ak+1(1)+Bk+1(1) = (2k+1)+Yk(1) = (2k+1)+k2 =
(k + 1)2.

На завершення для r = k + 1 маємо, що Yk+1(k + 1) = Ak+1(k + 1) = (k + 1) + Yk(k) =

(k + 1) · (k!)2

k!
= ((k+1)!)2

(k+1)!
, що й завершує доведення.

4. Задача 9-4.

11 клас

1. Для додатних чисел a, b, c, сума яких дорiвнює 3, доведiть нерiвнiсть:

a3 + 2

b+ 2
+
b3 + 2

c+ 2
+
c3 + 2

a+ 2
≥ 3.

Розв’язання. З нерiвностi мiж середнiми перепишемо кожен доданок перепишемо
таким чином:

a3 + 2

b+ 2
=
a3 + 1 + 1

b+ 2
≥ 3

3
√
a3 · 1 · 1
b+ 2

=
3a

b+ 2
.

Таким чином, якщо ми доведемо нерiвнiсть

a

b+ 2
+

b

c+ 2
+

c

a+ 2
≥ 1,

то твердження буде доведене.
Скористаємось таким переформулюванням нерiвностi К-Б:

a2
1

b1
+
a2

2

b2
+ . . .+

a2
n

bn
≥ (a1 + a2 + . . .+ an)2

b1 + b2 + . . .+ bn
, (1)

де bi > 0, i = 1, n. (Седракян Н.М., Авоян А.М. ”Неравенства. Методы доказательства”, с.
115). Зробимо такi перетворення:

a

b+ 2
+

b

c+ 2
+

c

a+ 2
=

a2

a(b+ 2)
+

b2

b(c+ 2)
+

c2

c(a+ 2)
≥

≥ (a+ b+ c)2

a(b+ 2) + b(c+ 2) + c(a+ 2)
=

(a+ b+ c)2

ab+ bc+ ca+ 2(a+ b+ c)
. (2)

З нерiвностi трьох квадратiв

(a+ b+ c)2 ≥ 3(ab+ bc+ ca), (3)

тому, якщо тепер використати разом (2) та (3), будемо мати:

(a+ b+ c)2

ab+ bc+ ca+ 2(a+ b+ c)
≥ (a+ b+ c)2

1
3
(a+ b+ c)2 + 2(a+ b+ c)

= 1,

що й треба було довести.

2. Задача 10-2.
3. Задача 10-3.
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4. Знайти всi пари (a, b), натуральних чисел таких, що число 2a2−1
b2+2

– цiле.
Розв’язання. Очевидно, що b – непарне. Розглянемо довiльний простий дiльник

числа b2 + 2, тодi b2 ≡ −2 (mod p) i (2a)2 ≡ 2 (mod p), а отже
(
−2
p

)
=
(

2
p

)
= 1, звiдки

−1
p

= 1 i p має вигляд 4k + 1. Оскiльки p було обрано довiльним чином, то всi простi
дiльники числа b2 + 2 мають вигляд 4k + 1, звiдки слiдує, що b2 + 2 ≡ 1 (mod 4) або
b2 ≡ −1 (mod 4). Отримали суперечнiсть, яке доводить, що таких пар не iснує.
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