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7-Й КИЇВСЬКИЙ ВIДКРИТИЙ ТУРНIР
МАТЕМАТИЧНИХ БОЇВ IМЕНI ЛЕСI РУБЛЬОВОЇ

вересень – грудень 2010 року

Математична карусель

Молодша лiга. Вихiдний рубiж

1. На однiй вулицi стоять 4 будинки. Кожен будинок пофарбований в бiлий, червоний
чи жовтий колiр. Скiлькома способами можна розфарбувати будинки, якщо кожнi два
сусiднi рiзного кольору?

2. x, y – два натуральних числа, таких що xy = 256. Яких значень може набувати сума
x+ y?

3. На автостоянцi знаходиться у сумi 100 автомобiлiв та двоколiсних велосипедiв, котрi
разом мають 356 колiс. Скiльки автомобiлiв знаходиться на стоянцi?

4. У протилежних вершинах квадрата зi стороною 1 побудовано два круги радiуса 1.
Яка площа перетину цих кругiв?

5. Скiльки iснує трикутникiв, у яких довжини всiх сторiн - цiлi числа, а периметр
дорiвнює 24?

6. В записанiй на дошцi рiвностi щезли 3 цифри (їхнi мiсця позначенi зiрочками):
4∗ · ∗1 = 2 ∗ 09. Чому дорiвнює сума цих трьох цифр?

7. Олеся на день народження спекла печиво. Половину – з шоколадом, третину решти –
з горiхами, четверту частину тих, що без шоколаду та горiхiв, – з родзинками, а решту, 9
коржикiв, – з ванiллю. Скiльки всього коржикiв спекла Олеся?

8. У паралелограмiABCD на сторонi CD обрана точка F таким чином, що такi вiдрiзки
виявились рiвними: AB = BD, DF = FB = BC. Знайдiть менший кут паралелограма.

9. Цiлi числа a, b, c, d задовольняють умову: 1 ≤ a < b < c < d ≤ 60. Скiльки iснує
таких четвiрок чисел, що задовольняють умову: (d− c)(c− b)(b− a) дiлиться на 2009?

10. Знайдiть найменше натуральне число, десятковий запис квадрату яко-
го мiстить принаймнi три однаковi цифри.
11. У магiчному квадратi 3 × 3 вiдомi числа, що зображенi на рис.701.
Яке значення може приймати число x? Нагадаємо, що у магiчному ква-
дратi спiвпадають суми чисел кожного рядка, кожного стовпчика та обох
великих дiагоналей.

12. На рис.702 зображенi два квадрати рiзних розмiрiв. Вiдомо, що не зафарбованою на
рисунку залишилась 7

8
вiд площi великого квадрату, а також 7

9
вiд площi малого квадрату.

Знайдiть вiдношення сторони бiльшого квадрату до сторони меншого квадрату.
13. На числовiй прямiй в точках з цiлими координатами a, b, c знахо-
дяться 3 камiнцi. За один хiд ми можемо обрати деякi два з них та
перемiстити один з них вправо на 1, а iнший – влiво на 1. При яких
a, b, c можна за деяку скiнченну послiдовнiсть ходiв усi три камiнцi
зiбрати в однiй точцi?
14. Знайти усi такi трицифровi числа aab, a, b 6= 0, якi задовольняють
умову:

aab+ aba+ baa = 1998.

15. Сiльський гiпнотизер Тарасик розводить пiвнiв та курок. Внаслiдок його гiпнозу
десята частина пiвнiв вважає себе куркою, десята частина курок вважає себе пiвнем. Якщо
розглянути усiх, то п’ята частина усiх птахiв вважають себе пiвнями. Яку частину усiх
птахiв насправдi складають пiвнi?

16. У трикутнику ABC точка M – середина сторони AC, точка N обрана на сторонi
AB таким чином, що вiдрiзок MN перпендикулярний до сторони AC. Також вiдомо, що
∠MNC = ∠ABC, ∠BCN = 2∠BAC. Знайдiть кути трикутника ABC.
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17. Скiльки iснує чотирицифрових чисел, якi кратнi 9, i усi цифри яких рiзнi та непар-
нi?

18. Знайти усi трiйки ненульових цифр a, b, c, для яких виконується рiвнiсть: a, b · c =
a+ b+ c (число a, b означає a цiлих та b десятих).

19. Знайти правильний нескоротний додатний дрiб, який збiльшиться у 3 рази, якщо
його чисельник пiднести до куба, а до знаменника додати 3.

20. Задана трапецiя ABCD з основами AD та BC. Вiдомо, що бiсектриса кута ABC
перетинає середню лiнiю трапецiї в точцi P , а основу AD в точцi Q. Знайдiть величину
кута APQ.

Молодша лiга. Залiковий рубiж

1. Є 5 вiдрiзкiв довжини 2, 3, 4, 5 та 8. Навмання вибираються 3 вiдрiзки. Яка iмовiр-
нiсть того, що з цих вiдрiзкiв можна утворити трикутник?

2. Сума двоцифрового та чотирицифрового чисел, кожне з яких не дiлиться на 10,
дорiвнює 2023, а сума чисел, що записанi тими самими цифрами у зворотному порядку,
дорiвнює 8053. Знайти усi пари таких чисел.

3. В шкiльному оркестрi є 12 хлопчикiв та 18 дiвчат. Середнiй вiк хлопцiв – 10,5 рокiв,
а середнiй вiк усiх дiтей в оркестрi – 11 рокiв. Який середнiй вiк дiвчат в оркестрi?

4. В трикутнику ABC кут A на 25◦ бiльший вiд кута C. На сторонi AC є точка K, для
якої виконується рiвнiсть AB = BK. Знайдiть величину кута KBC.

5. В шаховому одноколовому турнiрi грали 3 учнi 10 класу та n учнiв 9 класу. Вiдомо,
що усi учнi 10 класу разом набрали 10 очок, а усi учнi 9 класу набрали однакову кiль-
кiсть очок. Вiдомо, що у цього турнiру був єдиний переможець. При яких n це можливо?
(Нагадаємо, що у шахах за перемогу дають 1 очко, за нiчию дають 1

2
очка, за поразку - 0

очок).
6. Знайдiть усi семицифровi числа, якi починаються з цифр 1992 та дiляться на кожне

з чисел 6, 7, 8 та 9.
7. Сума двох чисел дорiвнює 10, а добуток дорiвнює (−56). Чому дорiвнює сума ква-

дратiв цих чисел?
8. У чотирикутнику ABCD кути ADC та DCB – прямi, ∠ACB = 45◦, ∠BDA = 60◦.

Знайдiть менший кут мiж дiагоналями чотирикутника.
9. Числа 1, 2, . . . , 12 розбитi на пари таким чином, що сума чисел у кожнiй парi є

простим числом, та усi 6 утворених простих чисел рiзнi. Знайти хоч одне подiбне розбиття
на пари.

10. Число, що утворюється шляхом приписування квадрата деякого натурального чи-
сла n до куба цього ж числа, записується цифрами 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, при цьому кожна
цифра використовується рiвно 1 раз. Знайдiть усi такi числа n.

11. Дiйснi числа x, y задовольняють умову x4y2 + x2y4 − 9x2 − 9y2 + 9x2y2 = 81. Чому
дорiвнює значення добутку xy?

12. Точку M всерединi квадрата з’єднали з чотирма його вершинами, i утворилися
4 трикутники, один з яких є рiвнобедреним з кутом 150◦. Визначити кути трьох iнших
трикутникiв.

13. Маємо золотий незамкнений ланцюжок, що складається рiвно з 23 однакових ланок,
кожна з яких має вагу 1 грам. Скiльки щонайменше ланок достатньо роз’єднати, щоб
можна було скласти будь-яку цiлу вагу вiд 1 грама до 23? Роз’єднанi ланки також можна
використовувати.

14. Замiнити у виразi T : E = N,NIS букви ненульовими цифрами i одержати пра-
вильну рiвнiсть. Однаковим буквам повиннi вiдповiдати однаковi цифри, рiзним - рiзнi.

15. Андрiй та Олеся повиннi з Троєщини дiстатися до ВДНГ, яке знаходиться на вiд-
станi 40 км. Вони можуть рухатись пiшки, або їхати на одномiсному велосипедi. Андрiй
пiшки йде зi швидкiстю 6 км за годину, а на велосипедi – 20 км за годину, Олеся вiдповiдно
має швидкостi 4 та 30 км за годину. Велосипед можна залишати без догляду на дорозi,
час визначається по останньому з них, хто прибуває на ВДНГ. За який час найшвидше
вони можуть дiстатися до мiсця призначення? Вiдповiдь надати у хвилинах.
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16. Бiсектриса i медiана, що проведенi з вершини прямого кута прямокутного трику-
тника, утворюють рiвнобедрений трикутник. Знайти найменший кут цього прямокутного
трикутника.

17. У шаховому одноколовому турнiрi взяли участь 5 учасникiв: А, Б, В, Г i Д. Вiдомi
такi результати їхнього виступу: А має рiвно 2 перемоги; Б усi партiї завершив внiчию;
В програв тiльки 1 партiю єдиному учаснику, який набрав найменшу кiлькiсть очок; Г
набрав на 1

2
очка менше вiд учасника Д. Скiльки очок набрав кожний учасник за резуль-

татами турнiру? Нагадаємо, що у шахах за перемогу нараховується 1 очко, за нiчию – 1
2

очка, за поразку – 0 очок.
18. Чотири дiвчинки спiвали на концертi. Кожну пiсню виконували одночасно 3 дiв-

чинки. Катя спiвала 9 пiсень – бiльше за усiх, а Олена – 5 пiсень, менше за усiх. Скiльки
пiсень спiвала Маша i скiльки Нiна? Вкажiть усi можливi вiдповiдi.

19. Групу туристiв вирiшили розсадити по автобусах таким чином, щоб у кожному
автобусi була однакова кiлькiсть туристiв. Спочатку саджали по 22 пасажири, але вияви-
лось, що не вдається розмiстити 1 туриста. Коли 1 автобус поїхав порожнiм, то виявилось,
що в решту автобусiв усi сiли порiвну. Скiльки було туристiв у групi, якщо у кожний ав-
тобус помiщалося не бiльше, нiж 32 пасажири?

20. Знайти кут у градусах мiж годинною та хвилинною стрiлками у момент часу 7
годин 38 хвилин.

Середня лiга. Вихiдний рубiж

1. Скiльки iснує варiантiв PIN-кодiв з 4 цифр, у яких перша цифра – 1 або 2, остання –
8 чи 9, а сума усiх цифр – парне число?

2. Скiльки iснує рiзних наборiв по шiсть цифр (a, b, c, x, y, z), для яких ax 6= 0, а також
виконується рiвнiсть: abc+ ab+ a = 2xy + 2z?

3. Задача № 3 молодша лiга вихiдний рубiж.
4. В коло радiуса 2 вписано рiвностороннiй трикутник та квадрат так, що сторона

квадрата та одна зi сторiн трикутника паралельнi. Яка вiдстань мiж ближчою парою
паралельних сторiн?

5. Задача № 5 молодша лiга вихiдний рубiж.
6. Знайти усi такi цiлi значення x, при яких вираз x2 − 7x + 10 є квадратом цiлого

числа.
7. Знайти усi трiйки чисел x, y, z, якi задовольняють рiвностi:

x+ yz = y + zx = z + xy = 6.

8. В рiвнобедренiй трапецiї ABCD сторона AD паралельна BC. Сторони AB, BC та
CD однакової довжини, а сума кутiв BAD та ADC – 80 градусiв. Дiагоналi AC та BD
перетинаються в точцi O. Чому дорiвнює в градусах величина кута AOD?

9. Задача № 9 молодша лiга вихiдний рубiж.
10. Задача № 10 молодша лiга вихiдний рубiж.
11. Задача № 11 молодша лiга вихiдний рубiж.
12. Задача № 12 молодша лiга вихiдний рубiж.
13. За круглим столом сидять 30 людей, кожний з яких або лицар, який завжди каже

правду, або брехун, який завжди бреше. Точно вiдомо, що серед двох сусiдiв кожного
брехуна є рiвно 1 брехун. При опитуваннi рiвно 12 сказали, що рiвно 1 їхнiй сусiд брехун,
а решта cказали, що обидва їхнi сусiди брехуни. Скiльки насправдi брехунiв сидить за
столом?

14. Задача № 14 молодша лiга вихiдний рубiж.
15. Задача № 15 молодша лiга вихiдний рубiж.
16. У трапецiї ABCD з основами AD та BC, O – точка перетину дiагоналей, вiдомi

площi SAOD = S1 та SBOC = S2. Знайти площу трапецiї.
17. У купi N камiнцiв. Двоє беруть з цiєї купи камiнцi за таким правилом – наступним

своїм ходом гравець може взяти кiлькiсть камiнцiв, що дорiвнює одному з дiльникiв числа
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камiнцiв, якi своїм останнiм ходом взяв iнший гравець. Перший гравець своїм першим
ходом може взяти будь-яку кiлькiсть камiнцiв, вiдмiнну вiдN . Виграє той, хто бере камiнцi
останнiм. При якому найменшому N > 2010 другий гравець має виграшну стратегiю?

18. Задача № 18 молодша лiга вихiдний рубiж.
19. Знайдiть цiлу частину виразу√

1996 +

√
1996 + . . .

√
1996︸ ︷︷ ︸

2010 чисел

.

20. У опуклому восьмикутнику ABCDEFGH усi кути рiвнi, а сторони дорiвнюють
вiдповiдно AB = 7, BC = 4, CD = 2, DE = 5, EF = 6, FG = 2. Знайдiть довжини сторiн
GH та HA.

Середня лiга. Залiковий рубiж

1. Андрiй та Олеся грають у гру без нiчиїх до 3 перемог, в якiй ймовiрнiсть виграшу
кожної партiї для них однакова. Олеся виграє перший раунд. Яка ймовiрнiсть того, що
вона виграє усю гру до трьох перемог?

2. Знайти усi такi простi числа p, q та натуральнi n, для яких виконуються умови:
20n2 + n− 1 = p2q та p2 = q + 8.

3. Сума двох чисел дорiвнює 10, а добуток дорiвнює 26. Вкажiть усi можливi значення,
яких може набувати сума квадратiв цих чисел.

4. Коло дотикається до прямої l у точцi A. Точка P обрана на колi, а точка N на прямiй
l таким чином, що вiдрiзок PN перпендикулярний до прямої l i перетинає коло тiльки в
точцi P . Вiдомо, що AN = 8, PN = 6, знайти радiус кола.

5. Задача № 5 молодша лiга залiковий рубiж.
6. Для натурального числа n позначимо через d(n) – найменший дiльник числа n,

вiдмiнний вiд 1. Знайти усi пари натуральних чисел a, b, для яких виконується рiвнiсть:
a2 + b2 = (d(a))2 + 3(d(b))4.

7. Вiдомо, що 0 ≤ a ≤ b ≤ c ≤ d ≤ e та a+ b+ c+ d+ e = 100. Яке найменше можливе
значення може приймати вираз a+ c+ e?

8. На деякому колi у вказаному порядку розташованi точки A,B,C,D, при цьому
AB = 1, BC = 2, CD = 3 та ∠ADC = 60◦. Знайдiть довжину вiдрiзкa AD.

9. Задача № 9 молодша лiга залiковий рубiж.
10. Задача № 10 молодша лiга залiковий рубiж.
11. Задача № 11 молодша лiга залiковий рубiж.
12. У трикутнику ABC вiдомi сторони AC = 3, AB = 3

√
7 та кут ∠C = 60◦. Бiсектриса

CL перетинає описане навколо 4ABC коло у точцi D. Знайдiть довжину вiдрiзкa CD.
13. Нехай n – натуральне число. Знайдiть кiлькiсть пар натуральних чисел (a, b), для

яких виконується рiвнiсть: (4a− b)(4b− a) = 2010n.
14. Натуральнi числа x, y мають вiдповiдно 18 та 12 дiльникiв, а їхнiй НСД (x, y) = 24.

Якi значення може приймати НСК [x, y]?
15. Задача № 15 молодша лiга залiковий рубiж.
16. Три висоти трикутника перетинаються в точцi H. Одна висота у цiй точцi дiлиться

навпiл, iнша у вiдношеннi 2 : 1, рахуючи вiд вершини. У якому вiдношеннi, рахуючи вiд
вершини, у цiй точцi дiлиться третя висота трикутника?

17. Задача № 17 молодша лiга залiковий рубiж.
18. На Новий 2010 рiк Андрiй вирiшив розв’язувати задачi з математики. Кожного

п’ятого дня вiн розв’язує задачки з комбiнаторики, кожного сьомого – з теорiї чисел, а
кожного одинадцятого дня – з геометрiї. Отже, вiн розпочав тренування вже 5 сiчня (ком-
бiнаторика), 7 сiчня (теорiя чисел), 11 сiчня (геометрiя). Та якось одного ранку Андрiй
прокинувся та не мiг згадати, який же сьогоднi день... I єдине, що вiн пам’ятав, що вчора
вiн розв’язував задачi з геометрiї, позавчора – комбiнаторики, а позапозавчора – теорiї чи-
сел. Цього року Андрiй слiдкував за своєчасною пiдготовкою, а також ще не пройшло року
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з Нового року, коли Андрiй розпочав займатись по такiй системi. Допоможiть Андрiєвi
згадати, який сьогоднi день року.

19. Вiдомо, що дiйснi числа x 6= y задовольняють рiвностi x4 + 5x3 = y та y3 + 5x2 = 1.
Чому дорiвнює значення виразу x3 + x2y + xy2?

20. У опуклому п’ятикутнику кожна дiагональ паралельна однiй iз сторiн. Яке макси-
мальне та мiнiмальне вiдношення може приймати вiдношення дiагоналi до паралельної їй
сторони п’ятикутника?

Старша лiга. Вихiдний рубiж

1. Задача № 1 середня лiга вихiдний рубiж.
2. Задача № 2 середня лiга вихiдний рубiж.
3. Задача № 3 молодша лiга вихiдний рубiж.
4. У прямокутному трикутнику ABC з прямим кутом при вершинi C проведена висота

CH. Позначимо радiуси кiл, що вписанi у трикутники ABC, ACH та CHB, через r, r1 та
r2 вiдповiдно. Вiдомо, що периметр трикутника, який має сторонами вiдрiзки r, r1 та r2,
дорiвнює 1

4
AB. Визначiть найменший кут трикутника зi сторонами r, r1, r2.

5. Усi клiтини дошки 11×11 пофарбованi у бiлий колiр. Дозволяється обрати будь-якi 4
бiлi вершини, що розташованi у вершинах квадрата зi сторонами, що паралельнi сторонам
дошки, та пофарбувати двi з них, якi розташованi по дiагоналi, у чорний колiр. Скiльки
щонайбiльше чорних клiтин можна одержати за допомогою таких операцiй?

6. Шестицифрове число називається ”майже простим”, якщо його не можна подати
у виглядi добутку трицифрового та чотирицифрового чисел. Яка найбiльша кiлькiсть
майже простих шестицифрових чисел може йти поспiль?

7. При яких значеннях параметра a коренi квадратного рiвняння x2+(a+2)x+(a−1) = 0
задовольняють умову x1 + 1

x1+1
+ x2 + 1

x2−1
= 0?

8. Опуклий п’ятикутник ABCDE вписаний у коло з дiаметром AC. При цьому вияви-
лось, що AE = 2CE, AD = 10CD. Позначимо точки M = AC ∩ BD, N = AC ∩ BE. При
якому значеннi вiдношення AB

BC
вiдрiзки AN , NM таMC утворюють у вказаному порядку

арифметичну прогресiю?
9. Скiльки iснує чотирицифрових чисел, якi не дiляться на 998 i у яких перша та

остання цифри – парнi?
10. Скiльки одиниць у запису числа:

9 + 99 + 999 + . . . 99 . . . 9︸ ︷︷ ︸
1964

?

11. Розв’язати систему рiвнянь:{
x4 − y4 = 240,
x3 − 2y3 = 3(x2 − 4y2)− 4(x− 8y).

12. На рис.703 наведена розгортка опуклого багатогранника.
Сторона квадрата дорiвнює 2, крiм того на розгортцi є вiдрiз-
ки довжини 1 та

√
2, зокрема трикутник є правильним з такою

стороною. Знайдiть об’єм цього багатогранника.
13. Задача № 13 середня лiга вихiдний рубiж.
14. Знайти усi натуральнi числа x, y, якi задовольняють рiвня-
ння:

x2 + 2xy + 2y2 + 2y = 1988.

15. Для функцiї f : R \ {0} → R вiдомо, що iснує дiйсне число a, що f(a) = 1
2
, а також

для усiх дiйсних ненульових x, y виконується рiвнiсть:

f(x)− f(y) = f(x)f

(
1

y

)
− f(y)f

(
1

x

)
.
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Знайти f(−1).
16. Визначiть кут ∠C трикутника ABC зi сторонами a, b, c, якi задовольняють рiвнiсть:

1

a+ c
+

1

b+ c
=

3

a+ b+ c
.

17. Задача № 17 середня лiга вихiдний рубiж.
18. Знайдiть найменше натуральне число, яке закiнчується цифрою 6 та збiльшується

у 4 рази, якщо його останню цифру витерти та написати її першою цифрою нового числа.
19. Знайдiть усi послiдовностi натуральних чисел an, якi задовольняють умови: a1 = 1

та am+n = an + am +mn для будь-яких натуральних чисел m,n.
20. Задача № 20 середня лiга вихiдний рубiж.

Старша лiга. Залiковий рубiж

1. В коробцi знаходяться 10 кульок блакитного, червоного та жовтого кольорiв, при-
чому кульок жовтого кольору найбiльше. Ймовiрнiсть пiсля трьох витягань дiстати куль-
ки трьох рiзних кольорiв дорiвнює 3

10
(пiсля цього кульки не повертаються до коробки).

Скiльки у коробцi кульок кожного кольору?
2. Задача № 2 середня лiга залiковий рубiж.
3. Задача № 3 середня лiга залiковий рубiж.
4. У чотирикутник ABCD вписане коло з центром у точцi O. Через точки A,B,C та

D перпендикулярно OA,OB,OC та OD проведенi прямi la, lb, lc та ld вiдповiдно. Прямi la
та lb перетинаються в точцi K, прямi lb та lc – у точцi L, lc та ld – у точцi M , прямi ld та la
перетинаються у точцi N . Якщо довжини вiдрiзкiв OK, OL, OM дорiвнюють вiдповiдно
p, q, r, знайдiть довжину вiдрiзка ON .

5. Задача № 5 молодша лiга залiковий рубiж.
6. Задача № 6 середня лiга залiковий рубiж.
7. Визначити усi трiйки попарно рiзних дiйсних чисел a, b, c, для яких кубiчне рiвняння

x3 + abx2 + bcx+ ca = 0 з невiдомою x має три дiйсних коренi a, b, c.
8. У трикутнику ABC на сторонах AB, BC та CA вiдповiдно вiдкладенi вiдрiзки

AD = 1
3
AB, BE = 1

3
BC, CF = 1

3
CA. Знайдiть вiдношення площi трикутника, що утворе-

ний прямими CD, BF та AE, до площi трикутника ABC.
9. На нескiнченному листi паперу в клiтинку деякi клiтини пофарбованi у синiй колiр

таким чином, що у будь-якому прямокутнику 2× 3 (будь-якої орiєнтацiї) рiвно 2 клiтини
синi, решта клiтин – бiлi. Скiльки синiх клiтин може мiститись у прямокутнику розмiру
19× 88? Навести усi можливi вiдповiдi.

10. Розв’язати у цiлих числах рiвняння:
√
x+
√
y =
√

1976.
11. Послiдовнiсть (an) задається умовами: a1 = 2, a2 = 1, 2

an
= 1

an−1
+ 1

an+1
, n > 1.

Знайдiть lim
n→∞

an.
12. Задача № 12 середня лiга залiковий рубiж.
13. Задача № 13 середня лiга залiковий рубiж.
14. Задача № 14 середня лiга залiковий рубiж.
15. У виразi (a1+a2+. . .+an)

2, ai 6= 0, i = 1, n, n > 1, пiсля пiднесення до квадрату деякi
подвiйнi добутки виявилися додатними, а iншi – вiд’ємними. При яких n можливо, що
кiлькiсть додатних подвiйних добуткiв дорiвнює кiлькостi вiд’ємних подвiйних добуткiв?

16. У опуклому чотирикутнику ABCD рiвнi дiагоналi, а також ∠BAC = ∠ADB,
∠CAD + ∠ADC = ∠ABD. Знайдiть величину кута BAD.

17. Знайдiть суму усiх непарних чотирицифрових чисел, якi можна записати за допо-
могою цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5, якщо цифри у числi можуть повторюватись.

18. Задача № 18 середня лiга залiковий рубiж.
19. Задача № 19 середня лiга залiковий рубiж.
20. Задача № 20 середня лiга залiковий рубiж.
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6-Й КИЇВСЬКИЙ ТУРНIР МАТЕМАТИЧНИХ БОЇВ
IМЕНI ЛЕСI РУБЛЬОВОЇ

Математична карусель

Молодша лiга. Вихiдний рубiж

1. Оскiльки перший будинок можна пофарбувати у будь-який колiр,
а кожен наступний у будь-який з двох, вiдмiнних вiд попереднього,
то усього маємо 3 · 2 · 2 · 2 = 24 варiанти.
2. xy = 256 = 2561 = 162 = 44 = 28, звiдки випливає, що сума x + y
може набувати одного з чотирьох значень: 257, 18, 8, 10.
3. Якби всi були велосипеди, було б 200 колiс. Ми маємо на 156 колiс
бiльше, тобто 156

2
= 78 автомобiлiв.

4. Площа сектору π
4
. Площа частини квадрату поза сектором – 1− π

4

(рис.704). Отже, площа перетину - 1− 2
(
1− π

4

)
= π

2
− 1

5. Проведемо перебiр по довжинi найменшої сторони, при цьому найбiльша сторона
має максимальну можливу довжину 11. Якщо вона дорiвнює 1, то таких трикутникiв не
iснує, якщо 2, то 1 трикутник (2-11-11), якщо 3, то 1 трикутник (3-10-11), якщо 4, то 2
трикутники (4-9-11 та 4-10-10), якщо 5, то 2 трикутники (5-8-11 та 5-9-10), якщо 6, то 3
(6-7-11, 6-8-10 та 6-9-9), якщо 7, то 2 (7-7-10 та 7-8-9), нарештi, якщо 8, то 1 трикутник (8-
8-8). Бiльше трикутникiв не iснує, бо менша сторона не може бути бiльшою вiд 8. Загалом
– 12 трикутникiв.

6. Оскiльки остання цифра добутку – 9, а остання цифра другого множника – 1, то
маємо: 49 · ∗1 = 2 ∗ 09. Оскiльки добуток бiльше 2000, але менше 3000, то друга цифра – 4,
5 або 6. Неважко переконатись, що пiдходить лише 4. Тодi третя цифра – 0. Отже, сума
цифр рiвна 13.

7. Без шоколаду та горiхiв всього 12 коржикiв, без шоколаду – 18. Отже, всього 36
коржикiв.

8. Позначимо менший кут паралелограма ∠BAD = ∠BCD = α, далi послiдовно зна-
ходимо, що ∠BFC = ∠ADB = α, ∠BFD = π − α, тодi з рiвнобедреного трикутника
BDF ∠BDF = ∠DFB = α

2
. Тодi з рiвностi кутiв ∠ABD = ∠BDC маємо таку рiвнiсть

α
2

= π − 2α ⇒ α = 72◦.
9. Оскiльки 2009 = 41 · 7 · 7, то повинно одна з цих рiзниць бути рiвною 41, але тодi двi

iншi повиннi дорiвнювати 7, бо 49 воно не може дорiвнювати. Якщо d− c = 41, c− b = 7,
b−a = 7⇒ b = a+7, c = a+14, d = a+55, звiдки вже легко зрозумiти, що таких четвiрок
усього 5. Так само для iнших двох варiацiй, коли d−c = 7, c−b = 41, b−a = 7 та d−c = 7,
c− b = 7, b− a = 41.

10. Будемо шукати квадрат числа. Легко зрозумiти, що цей квадрат має принаймнi
4 цифри. Тому у шуканого квадрату спiвпадають або першi двi, або останнi двi цифри.
Шляхом остачi при дiленнi на 4 з’ясовуємо, що вiн може мати останнiми цифрами лише
00 або 44. Далi простий перебiр, при цьому останнi цифри 00 можна вiдкинути. А останнi
цифри 44 може дати число, яке закiнчується на 2 або на 8.

Найменше число, квадрат якого чотирицифрове число це 322 = 1024. Далi першi цифри
11 має число 342 = 1156, i нарештi, 382 = 1444 – шукане число.
11. Сума чисел у кожному з рядкiв дорiвнює 115 + x (рис.706),
тому послiдовно знаходимо, числа у таблицi через x. Спочатку
знаходимо лiвий нижнiй елемент – це 112, далi посерединi за
рахунок однiєї з дiагоналей – (x − 91), далi третi елементи у
другому стовпчику та другому рядку – вiдповiдно 185 та 203.
Нарештi знаходимо правий нижнiй елемент - це x − 182. За-
лишається прирiвняти суму елементiв iншої дiагоналi та суму
кожного з рядкiв: 3x − 273 = 115 + x, звiдки остаточно знахо-
димо, що x = 194.
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12. З умов задачi зафарбованою частиною є 1
8
a2 бiльшого квадрату та 2

9
b2 меншого ква-

драту, де через a, b позначенi їх сторони (рис.707). Оскiльки зафарбована частина спiльна,
то маємо таку рiвнiсть: 1

8
a2 = 2

9
b2 звiдки випливає, що a2

b2
= 16

9
⇒ a

b
= 4

3
.

13. Пiд час кожного кроку сума не змiнюється. Отже, якщо
камiнцi зберуться в однiй точцi, то сума координат дiлиться
на 3. Доведемо, що якщо сума координат дiлиться на 3, то тодi
можливо зiбрати в однiй точцi. Нехай сума координат – 3n. Тодi
за деяку послiдовнiсть ходiв один з камiнцiв можна перевести в
точку n. Тодi iншi два камiнцi мають координати n−k та n+k.
За k крокiв цi два камiнцi можна перевести в одну точку.

14. Якщо додати усi цi числа, подавши їх у десятковому запису, то одержимо, що
222a+111b = 1998, або 2a+b = 18, далi простий перебiр можливих цифр дає такi вiдповiдi:
558, 666, 774, 882.
15. Нехай у Тарасика x курок та y пiвнiв. Пiвнями себе
вважають 0, 9y пiвнiв та 0, 1x курок. I це є п’ятою части-
ною вiд усiх птахiв, тобто 0, 9y + 0, 1x = 0, 2(x + y) звiдки
x = 7y, тому x+ y = 8y, звiдки випливає, що пiвнi склада-
ють 1

8
частину вiд усiх птахiв.

16. ОскiлькиMN – серединний перпендикуляр до сторони
AC (рис.708), тому AN = NC ⇒ ∠BAC = ∠NCA = α,
якщо ∠MNC = β, то β+α = π

2
. Тодi ∠ABC = β, ∠NCB =

2α ⇒ 3α = π
2
. Тому ∠A = 30◦, ∠B = 60◦, ∠C = 90◦.

17. Простим перебором неважко переконатись, що задовольняють умову лише така че-
твiрка 1, 3, 5 та 9. Не можна жодну з цих цифр помiняти на 7, щоб залишилась подiльнiсть
на 9. Таким чином усього таких чисел 24 = 4 · 3 · 2 · 1.

18. Умову задачi можна переписати таким чином: ac+0, 1bc = a+b+c звiдки випливає,
що 0, 1bc – цiле число. А це можливе лише за умови, що одна з цих цифр парна i не 0, а
iнша – 5. Перебором одержимо такi двi вiдповiдi: (6, 5, 2) та (2, 6, 5).

19. Позначимо цей дрiб x
y
, 0 < x < y, тодi 3x

y
= x3

y+3
звiдки

одержимо рiвнiсть: 9 = y(x2− 3). З неї маємо, що 0 ≤ x2−
3 ≤ 9, таким чином x = 2 або x = 3. Умову задовольняє
лише x = 2, звiдки знаходимо, що y = 9 i шуканий дрiб 2

9
.

20. Оскiльки ∠AQB = ∠CBQ = ∠ABQ, то 4ABQ рiвно-
бедрений, AB = AQ, тому AP – медiана цього триктуника,
а тому вона також i висота, звiдки ∠APQ = 90◦ (рис.709).

Молодша лiга. Залiковий рубiж

1. З цих вiдрiзкiв можна скласти 4 трикутники: (2, 3, 4), (3, 4, 5), (2, 4, 5), (4, 5, 8). Усього
можна обрати 10 способами 3 рiзних вiдрiзки, тому шукана iмовiрнiсть складає 4

10
= 0, 4.

2. Оскiльки двоцифрове число не бiльше вiд 99, то чотирицифрове повинно починатись
з цифр 19 або 20, оскiльки воно не менше за 1924. Так само перегорнуте чотирицифрове
число починається з 79 або 80. Тому достатньо перебрати такi 4 числа: 1997, 1908, 2097 та
2008. Перевiркою одержуємо пари (1997, 26) та (2008, 15) якi й дають шукану вiдповiдь.
3. Сума рокiв хлопцiв – 126. Сума рокiв усiх дiтей – 330. Отже,
сума рокiв дiвчат - 204. Отже, середнiй вiк дiвчат – 204

18
= 34

3
.

4. Оскiльки трикутник ABK рiвнобедрений (рис.710), то
∠BKA = ∠A, тому ∠BKC = 180◦ − ∠A, оскiльки за умовою
∠C = ∠A− 25◦, то ∠KBC = 180◦ − ∠BKC − ∠C = 25◦.
5. Нехай кожний з n учнiв 9 класу набрав k очок. Тодi кiлькiсть
набраних очок можна пiдрахувати двома способами: 10 + kn =
1
2
(n+ 3)(n+ 2) ⇒ n2 + 5n = 14 + 2kn,

оскiльки число 2k завжди цiле, то 14
...n, тому залишається перебрати лише варiанти

n = 1, n = 2, n = 7, n = 14.
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n = 1 ⇒ k < 0 – суперечнiсть.
n = 2 ⇒ k = 0 – суперечнiсть, оскiльки учнi 9 класу грали мiж собою i не могли

набрати 0 очок.
n = 7 ⇒ k = 5 – варiант можливий. Приклад вiдповiдної таблицi з потрiбним розподi-

лом очок легко навести.
n = 14⇒ k = 9 – суперечнiсть, оскiльки десятикласники грамi мiж собою, тому кращий

з них не мiг набрати бiльше вiд 9 очок (1 очко розiгрувалось мiж двома гiршими), тому
переможець не мiг набрати бiльше 9 очок, тобто вiн був не єдиний.

6. Цi числа повиннi дiлитись на 504, знайдемо остачу при дiленнi числа 1992000 на
504 – це число 192, тому дописати можна або 312, або 816, звiдки й маємо двi вiдповiдi:
1992312 та 1992816.

7. x2 + y2 = (x + y)2 − 2xy = 100 + 112 = 212. Легко зрозумiти, що такi числа iснують
– це 14 та −4.

8. ∠ACD = 45◦, ∠CDB = 30◦ ⇒ один з кутiв мiж дiагоналями складає 105◦, тому
менший кут дорiвнює 75◦.

9. Для розв’язання достатньо навести приклад:

2 + 3 = 5, 1 + 6 = 7, 4 + 7 = 11, 5 + 8 = 13, 9 + 10 = 19, 11 + 12 = 23

.
10. Разом квадрат та куб числа мають 8 цифр, зрозумiло, що єдина можливiсть –

квадрат має 3 цифри, а куб – 5 цифр (усi iншi варiанти – 1 та 7, 2 та 6, 4 та 4 очевидно не
можливi). Тодi можемо записати для шуканого числа a такi нерiвностi: 100 ≤ a2 < 1000
та 10000 ≤ a3 < 100000. Звiдси легко знаходимо, що з першої нерiвностi 10 ≤ a ≤ 31 та
22 ≤ a ≤ 46 ⇒ 22 ≤ a ≤ 31.

Вже можна зробити простий перебiр, але ще можна скоротити його за рахунок вiдки-
дання чисел, що очевидно не пiдходять:

222 = 484 – однаковi цифри;
232 - закiнчується на 9;
242 = 576, 243 = 13824 – вiдповiдь;
25 – i куб, i квадрат закiнчуються на 5;
26 – обидва закiнчуються на 6;
272 – закiнчується на 9;
282 = 784, 283 = 21952 – не задовольняє;
29 – куб закiнчується на 9;
302 – закiнчується на 0;
31 – обидва закiнчуються на 1.
Таким чином вiдповiдь єдина.
11. Простими перетвореннями маємо:

x2y2(x2 + y2)− 9(x2 + y2) = 9(9− x2y2) ⇒

(x2y2 − 9)(x2 + y2) = 9(9− x2y2).

Таким чинмо повинна виконуватись принаймнi одна з двох умов: x2+y2 = −9 або x2y2−9 =
0. Звiдси зрозумiло, що x2y2 = 9 або xy = ±3.

12. Нехай ∠CMD = 150◦ та 4CDM рiвнобедрений (рис.711), тодi ∠MCD = ∠MDC =
15◦. Побудуємо рiвностороннiй 4ABK, тодi AB = BK = BD, тобто 4DBK рiвнобедре-
ний, тому ∠KBD = 30◦ ⇒ ∠BDK = 75◦ ⇒ ∠CDK = 15◦, аналогiчно ∠KCD = 15◦,
звiдки 4CMD = 4CKD та точки K i M спiвпадають. Таким чином кути можна легко
обчислити на правому рисунку: (60◦, 60◦, 60◦), (75◦, 75◦, 30◦) та (75◦, 75◦, 30◦).

13. Достатньо роз’єднати 2 ланки, наприклад 4-ту та 11-ту. Далi легко переконатись,
що будь-яку вагу можна набрати.
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14. Вiдразу зрозумiло, що E = 8, а T – непарне
число, далi простим перебором знаходимо шу-
кану вiдповiдь: 9 : 8 = 1, 125.
15. Позначимо через x вiдстань, яку Андрiй йде
пiшки, тодi зрозумiло, що цю вiдстань Олеся
повинна їхати на велосипедi, так само вiдстань
40−x Андрiй повинен їхати, а Олеся йти пiшки.
Легко показати, що час буде мiнiмальний, коли
час у дорозi Андрiя та Олесi спiвпадає. Тому
можемо записати таку рiвнiсть:

x

6
+

40− x
20

=
40− x

4
+

x

30
.

Звiдси випливає, що x = 24, далi знаходимо шуканий час – 4+ 16
20

годин, що у хвилинах
складає 288 хвилин.

16. Якщо все визначити через кут B, то послiдовно будемо мати (рис.712): ∠A = 90◦−
∠B, ∠ACL = 45◦, ∠ALC = 45◦ + ∠B, ∠CLB = 135◦ − ∠B, ∠MCB = ∠B, ∠BMC =
180◦ − 2∠B, ∠CML = 2∠B, ∠A = 90◦ − ∠B, ∠LCM = 45◦ − ∠B = 2∠B ⇒ ∠B = 15◦.
17. Будемо послiдовно заповнювати таблицю, вихо-
дячи з умов задачi (рис.713). Вiдразу заводнюємо
результати учасника Б. Вiн загалом набрав 2 очки,
останнiй учасник мiг набрати не бiльше 11

2
очки, тоб-

то останнiм не мiг бути нi А, нi Б, нi В, нi Д, тобто
останнiй – це учасник Г, тому вiдомо, що Г виграв у
В. Таким чином Г набрав вже 11

2
очки, i оскiльки вiн

останнiй, то iншi партiї вiн програв.
Шахiст В, щоб не бути останнiм повинен набрати
мiнiмум пiвтори очки у партiях з А та Д, бо iнакше
не набере бiльше останнього учасника. Тому А у
нього виграти не мiг, тому двi перемоги А над Г i
Д. Таким чином В i Д зiграли у нiчию, i В виграв
у А. Тобто остаточно А набрав 21

2
очки, Б, В i Д

набрали по 2 очки i Г – 11
2
очки.

18. Вони могли разом заспiвати вiд 12 до 16 пiсень.
Оскiльки кожна пiсня виконувалась рiвно трьома
з них, то сумарна кiлькiсть виходiв повинна дiли-
тись на 3, таким чином умову задовольняє лише
13 або 16 пiсень, тобто або вони обидвi спiвали по
8 пiсень, або одна 6, iнша – 7.

19. Нехай спочатку було x туристiв та k автобусiв. Тодi x = 22k+1, тому далi туристiв
розмiстили по 22k+1

k−1
. Оскiльки це число дорiвнює 22 + 23

k−1
, то k − 1 = 23 та x = 529.

20. Швидкiсть хвилинної стрiлки 6. а годинникової - 0,5, якi вимiрюються у градусах
за хвилину. Якщо вважати нульовим кут на число 12, то рiвно о 7-й годинi годинникова
стрiлка утворює кут 210◦, а хвилинна – 0◦. За 38 хвилин годинникова стрiлка ще повер-
неться на 19◦, а хвилинна – на 228◦, таким чином мiж ними рiвно 229◦ − 228◦ = 1◦.

Середня лiга. Вихiдний рубiж

1. Першу цифру можна обрати 2 способами. На другому та третьому мiсцi може стояти
будь-яка з 10 цифр, а остання четверта цифра однозначно визначається попереднiми 3.
Отже, всього 200 варiантiв.

2. Оскiльки abc + ab + a ≤ 1107, та 2xy ≥ 210 = 1024, тобто a = 9, x = 1, y = 0.
Зрозумiло, що 211 > 2000. Таким чином для знаходження iнших змiнних ми маємо таку
рiвнiсть: 11b + c = 25 + 2z, з якої простим перебором по z знаходимо, що iснує рiвно 7
рiзних розв’язкiв.
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3. Задача № 3 молодша лiга вихiдний рубiж.
4. Вiдстань вiд центра кола до сторони квадрату –

√
2. Вiдстань вiд

центра кола до сторони стрикутника – 1 (рис.714), тому шукана вiд-
стань - це рiзниця

√
2− 1.

5. Задача № 5 молодша лiга вихiдний рубiж.
6. Зробимо такi перетворення: n2 = x2 − 7x+ 10 = (2x−7)2−9

4
⇒ (2x−

7)2 − 4n2 = 9 ⇒ (2x − 7 − 2n)(2x − 7 + 2n) = 9. Далi переглянемо
усi розклади числа 9 на простi множники одержимо такi вiдповiдi:
x ∈ {1, 2, 5, 6}.

7. Вiднiмемо з другого та третього рiвняння перше одержимо, що (y− x)(1− z) = 0 та
(z − x)(1− y) = 0. Таким чином треба розглянути випадки.

x = y = z ⇒ x2+x−6 = 0, звiдки знаходимо такi два розв’язки: (−3,−3,−3) та (2, 2, 2).
x = y = 1 ⇒ z = 5, внаслiдок симетрiї маємо ще такi 3 розв’язки: (1, 1, 5), (1, 5, 1),

(5, 1, 1).
8. Кути при вершинах A та D рiвнi 40 граду-
сiв, тому при вершинах B, C – 140 (рис.715).
Трикутники ABC, DCB – рiвнобедренi, отже
їх гострi кути рiвнi 20 градусiв. А це означає,
що кут AOD рiвний 140 градусiв.
9. Задача № 9 молодша лiга вихiдний рубiж.
10. Задача № 10 молодша лiга вихiдний рубiж.
11. Задача № 11 молодша лiга вихiдний рубiж.
12. Задача № 12 молодша лiга вихiдний рубiж.

13. З умов задачi випливає, що усi брехуни сидять парами, зрозумiло, що тi 12, хто
сказав про одного сусiда брехуна – лицарi, бо сказали правду. I вони повиннi сидiти парами,
оскiльки рiвно 1 їх сусiд лицар. Цим 6 парам лицарiв вiдповiдає 6 пар брехунiв, бо їх
один сусiд брехун, а брехуни сидять парами. Залишається 6 учасникiв, серед яких парна
кiлькiсть брехунiв. Лицарi, що залишилися повиннi мати обох сусiдiв брехунами. Якщо
перебрати вiдповiднi випадки одержимо, що брехунiв рiвно 16.

14. Задача № 14 молодша лiга вихiдний рубiж.
15. Задача № 15 молодша лiга вихiдний рубiж.
16. У позначеннях, що показанi на рис.716 можемо записати: SABC = SDBC = S2 +S3 =

S2 + S4, звiдки S3 = S4, крiм того, S3S4 = S1S2, тому

SABCD = S1 + S2 + S3 + S4 = S1 + S2 + 2
√
S1S2 =

(√
S1 +

√
S2

)2

.

17. Якщо кiлькiсть камiнцiв є степенем двiйки, то виграє другий
гравець за таким правилом. Вiн бере кiлькiсть камiнцiв, що дорiв-
нює найбiльшiй степенi 2, на яку дiлиться попереднiй хiд супро-
тивника. Якщо кiлькiсть камiнцiв не є степенем 2, то достатньо
першому гравцю своїм першим ходом зробити кiлькiсть камiнцiв,
що дорiвнює степенi двiйки. Таким чином вiдповiдь 211 = 2048.

18. Задача № 18 молодша лiга вихiдний рубiж.

19. Позначимо через an =

√
1996 +

√
1996 + . . .

√
1996︸ ︷︷ ︸

n чисел

. Тодi 44 <
√

1996 = a1 < 45 ⇒

[a1] = 44.
Далi маємо 452 < 2040 < 1996 +

√
1996 < 2041 < 462 ⇒ [a2] = 45.

Нехай для деякого n > 1 [an] = 45, тодi an+1 =
√

1996 + an та 45 <
√

2041 < an+1 <√
2042 < 46, тому [an+1] = 45 ⇒ [a2010] = 45.
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20. Позначимо вiдрiзки як на рис.717, тодi додамо вiдрiзки
по вертикалi i одержимо рiвнiсть для знаходження x:

7√
2

+ 4 +
2√
2

=
6√
2

+ 2 +
x√
2
,

тому x = 2
√

2 + 3. Далi аналогiчно додамо усе по вертикалi i
одержимо, що

7√
2

+ y +
x√
2

=
6√
2

+ 5 +
2√
2
,

звiдки y = 3−
√

2.

Середня лiга. Залiковий рубiж

1. Для виграшу трьох партiй Олесi потрiбно в наступних 4 партiях виграти принаймнi
двiчi. Є 16 рiвноймовiрних варiантiв результатiв 4 партiй. Серед них один – в усiх чотирьох
перемога Андрiя, та ще 4 варiанти – 3 перемоги Андрiя та 1 – Олесi. А решта – такi, в
яких 3 раунди виграє Олеся. Тобто вiдповiдь – 11

16

2. З рiвностi 5(4n+1)−4(5n−1) = 9 ми маємо, що НСД (4n+1, 5n−1) дiлить 9, тобто
це є число 1, 3 або 9. Оскiльки p2q = (4n+ 1)(5n− 1), то можна розглянути два випадки.

1) Якщо цей НОД не 1, тобто обидва числа (4n + 1) та (5n − 1) кратнi 3, тодi єдина
можливiсть для простих p, q – це p = 3, q = 1, що також суперечить простотi шуканих
чисел.

2) НОД дорiвнює 1, тобто вони взаємно простi, при n > 2 маємо 4n + 1 < 5n − 1, за
умовою – q < p2, тому 4n+ 1 = q, 5n− 1 = p2 ⇒ 8 = p2 − q = n− 2 ⇒ n = 10, далi просто
знаходимо p = 7, q = 41.

3. Цi числа повиннi задовольняти таке квадратне рiвняння: t2−10t+
26 = 0, але його дискримiнант вiд’ємний. Тому таких дiйсних чисел
не iснує.
4. Позначимо як на рис.718 центр кола та середину вiдрiзку AP через
O та C вiдповiдно. Оскiльки PN ‖ OA, то ∠APN = ∠PAO. 4PAO
рiвнобедрений, тому 4CAO прямокутний, звiдки 4CAO ∼ 4PAN
⇒ PA

PN
= OA

AC
⇒ 10

6
= r

5
⇒ r = 25

3
.

5. Задача № 5 молодша лiга залiковий рубiж.

6. Зрозумiло, що для довiльного натурального n виконується конгруенцiя: n2 ≡ (d(n))2 ≡
(d(n))4 (mod 4). Звiдси маємо, що d(b) = 2. Тепер пiдставимо це значення у рiвнiсть, крiм
того, нехай a = d(a) · A, b = d(b) ·B, тодi маємо (d(a))2(A2 − 1) = 4(12−B2).

Злiва невiд’ємне число, а справа воно стає додатним лише при B ∈ {1, 2, 3}.

B = 1 ⇒ (d(a))2(A2 − 1) = 44 ⇒ A2 − 1 = 11 – розв’язкiв немає.
B = 2 ⇒ (d(a))2(A2 − 1) = 32 ⇒ A2 − 1 = 8 ⇒ A = 3 i маємо
перший розв’язок: a = 6, b = 4.
B = 3⇒ (d(a))2(A2−1) = 12⇒ A2−1 = 3⇒ A = 2 i маємо другий
розв’язок: a = 4, b = 6.
7. Оскiльки c ≥ b, e ≥ d, то 2(a+ c+ e) ≥ (a+ b+ c+ d+ e) = 100,
тобто значення виразу не може бути меншим вiд 50. А при a = b =
c = 0, d = e = 50 це значення досягається, тому воно шукане.

8. З умов задачi випливає, що ∠ABC = 120◦, тому за теоремою косинусiв (рис.719)

AC2 = AB2 +BC2 − 2AB ·BC · cos 120◦ = 7,

таким чином з теореми косинусiв для трикутника ACD маємо 9+x2− 3x = 7, де x = AD,
звiдки x = 1 або x = 2.

9. Задача № 9 молодша лiга залiковий рубiж.
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10. Задача № 10 молодша лiга залiковий рубiж.
11. Задача № 11 молодша лiга залiковий рубiж.
12. Позначимо сторону BC = a та запишемо теорему ко-
синусiв для 4ABC (рис.720).

63 = 9 + a2 − 3a,

це рiвняння для третьої сторони має єдиний додатний ко-
рiнь, звiдки знаходимо, що a = 9. Тепер запишемо теореми
косинусiв для трикутникiв ACD та DCB, при цьому ви-
користаємо умову AD = DB та позначимо CD = l.

9 + l2 − 3
√

3l = 81 + l2 − 9
√

3l ⇒ l = 4
√

3.

13. Нехай x = 4a − b, y = 4b − a, тодi xy > 0, x + y = 3(a + b) > 0, x, y – натуральнi.
Звiдси знаходимо, що a = 4x+y

15
, b = 4y+x

15
. Отже, 4x+y та 4y+x дiляться на 15. Оскiльки xy

дiлиться на 15, то одне з чисел дiлиться на 3. Тодi з того, що 4x+y та 4y+x дiляться на 15,
маємо, що iнше число теж дiлиться на 3. Аналогiчно обидва числа дiляться на 5. Отже,
маємо: x, y дiляться нацiло на 15, xy = 2010n. Оскiльки a, b, y однозначно визначаються
по x, то знайдемо кiлькiсть можливих х.

Оскiльки 2010 = 2 · 3 · 5 · 67, то x = 2u · 3v · 5c · 67d, де 0 < u, d < n, 1 ≤ v, c ≤ n − 1.
Отже, загальна кiлькiсть становить (n+ 1)2 · (n− 1)2 = (n2 − 1)2.

14. Серед множникiв чисел при їх розкладi на простi множники є 24 = 23 · 3. За
формулою кiлькостi дiльникiв 18 = (x1 + 1) . . . (xn + 1) та 12 = (y1 + 1) . . . (ym + 1). Для
числа x маємо 18 = 2 · 9 = 3 · 6 – тут один з множникiв повинен бути не менше вiд 4,
бо є дiльник 23, який у кiлькостi дiльникiв дає множник не менший вiд 4. Таким чином
можливi варiанти: x = 28 · 3 або x = 25 · 32. Аналогiчно для числа y маємо 12 = 2 · 6 = 3 · 4,
звiдки варiанти для y такi: y = 25 · 3 або y = 23 · 32. З цих варiантiв лише числа x = 28 · 3
та y = 23 · 32 мають НСД рiвним 24, тому їх НСК дорiвнює 28 · 32 = 2304.
15. Задача № 15 молодша лiга залiковий рубiж.
16. Використаємо вiдношення площ (рис.721).

SHBC
SABC

=
HA1

AA1

=
1

3
.

SHAC
SABC

=
HB1

BB1

=
1

2
.

Звiдси випливає, що

SHBA
SABC

= 1− 1

2
− 1

3
=

1

6
=
HC1

CC1

.

Тому шукане вiдношення 5 : 1.
17. Задача № 17 молодша лiга залiковий рубiж.

18. Нехай сьогоднi n-тий день з року. Тодi n− 1 дiлиться на 11. Запишемо n = 11k+ 1.
Крiм того, n−2 = 11k−1 = 10k+k−1 дiлиться на 5. Тобто k = 5l+1, n = 11(5l+1)+1 =
55l + 12. Далi, n− 3 = 55l + 9 = 56l + 7− (l − 2) дiлиться на 7, тобто l − 2 дiлиться на 7.
Отже, l = 7m+2 для деякого цiлого m. n = 55(7m+2)+12. m = 0, адже бiльше значення
дасть нам n бiльше 365. Отже n = 122 = 31 + 28 + 31 + 30 + 2, а це значить, що сьогоднi 2
травня.

19. З другої рiвностi маємо, що xy3 + 5x3 = x, тепер розглянемо рiзницю одержаної
рiвностi та першої заданої рiвностi: x(x3 − y3) = y− x. Далi все випливає з скорочення на
x− y 6= 0.
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20. Покажемо, що усi вiдношення однаковi та знайдемо
це вiдношення. Позначимо вiдповiднi точки перетину дiа-
гоналей як на рис.722. Внаслiдок заданої паралельностi
утворилося 10 паралелограмiв. Тодi, наприклад, KB =
CD = EF , 4FBG ∼ 4EBD, тому FG

DE
= FB

BE
= GB

BD
⇒

FB = BE−EF = BE−CD, BG = BD−DG = BD−AE,
тобто BE

CD
= BD

AE
, тому цi вiдношення усi рiвнi. Знайдемо

його.
Позначимо його через k. FG = 2DE − AC, з подiбностi
4FBG ∼ 4EBD маємо, що: 2− k = 1− 1

k
⇒ k =

√
5+1
2

.

Старша лiга. Вихiдний рубiж

1. Задача № 1 середня лiга вихiдний рубiж.
2. Задача № 2 середня лiга вихiдний рубiж.
3. Задача № 3 молодша лiга вихiдний рубiж.
4. Оскiльки 4ABC ∼ 4ACH ∼ 4BCH (рис.723), то
r : r1 : r2 = AB : AC : BC, тобто трикутник зi сторо-
нами r, r1, r2 iснує i вiн подiбний до 4ABC. Таким чином,
нам достатньо знайти найменший кут 4ABC.
З вiдомої формули для радiуса вписаного кола у прямоку-
тний трикутник через сторони можемо записати, що

P = r+r1 +r2 =
1

2
((AC+BC−AB)+(AH+CH−AC)+(BH+CH−BC)) = CH =

1

4
AB.

Далi просто з тригонометричних спiввiдношень знаходимо, що

CH = AB sin ∠A cos ∠A = AB
1

2
sin 2∠A ⇒ sin 2∠A =

1

2
⇒ 2∠A = 30◦ ⇒ ∠A = 15◦,

зрозумiло, що це i є шуканий найменший кут трикутника.
5. Покажемо, що можна перефарбувати у чорний колiр усi клiтини, за виключенням

однiєї дiагоналi. Для цього вибираємо по двi вершини, що симетричнi цiй дiагоналi та двi
вершини на самiй дiагоналi i перефарбовуємо тi, що не на дiагоналi. Зрозумiло, що таким
чином можна пофарбувати у чорний колiр усi клiтини, крiм зазначеної дiагоналi. Таким
чином можна пофарбувати 110 клiтин з 121.

Бiльшої кiлькостi пофарбувати не вдасться, оскiльки при кожному фарбуваннi у ко-
жнiй горизонталi повинна залишитись принаймнi одна бiла клiтина.
6. Максимум може бути 99 таких майже простих чисел по-
спiль. Як приклад - 100001 та 100099, оскiльки вони обидва
знаходяться у промiжку мiж 1000·100 та 1001·100 < 1000·101,
а тому не може бути добутком трицифрового та чотирици-
фрового чисел. Бути їх бiльше 99 не може, оскiльки серед
будь-яких 100 чисел поспiль є число, яке закiнчується на 00,
а тому воно є добутком 100 на деяке чотирицифрове число.
7. Якщо зробити перетворення заданого виразу, одержимо,
що x1+x2

(x1+1)(x2−1)
= −(x1+x2), звiдси знаходимо перше значення

a, що задовольняє умови: x1 + x2 = −(a+ 2) = 0.
Iнакше, x1x2 + x2 − x1 − 1 = −1, якщо тепер скористатись
формулою коренiв квадратного рiвняння маємо, що a − 1 =
±
√
D, звiдки й знаходимо друге значення a: (a − 1)2 = (a +

2)2 − 4(a− 1) ⇒ a = −7
2
.

Перевiркою неважко переконатись, що при обох значення параметру коренi iснують.
8. Нехай AC = d, ∠ACB = ∠AEB = α, ∠BEC = ∠BDC = 90◦ − α, x = AB

BC
= tgα

⇒ AN
CN

= SANE

SCNE
= AE·NE·sinα

CE·NE·sin(90◦−α)
= 2x, оскiльки AN +NC = d знаходимо, що AN = 2x

2x+1
d
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(рис.724). Аналогiчно знаходимо, що AM = 10x
10x+1

d⇒MC = 1
10x+1

d⇒MN = AM−AN ==
8x

(2x+1)(10x+1)
d. З умови, що вказанi вiдрiзки утворюють арифметичну прогресiю, маємо, що

AN +MC = 2MN ⇒
2x

2x+ 1
+

1

10x+ 1
=

16x

(2x+ 1)(10x+ 1)

звiдки остаточно знаходимо вiдповiдi: x1 = 1
2
, x2 = 1

10
.

9. Першу цифру можна вибрати 4 способами, останню – п’ятьма, iншi – по 10 варiантiв,
тобто разом 2000 таких чисел, далi виписуємо усi чотирицифровi числа, якi кратнi 998 i
знаходимо, що серед них рiвно 4 мають парнi першу та останню цифру. Таким чином
шукане число чисел 1996.

10.
9 + 99 + 999 + . . . 99 . . . 9︸ ︷︷ ︸

1964

=

= (10− 1) + (100− 1) + . . .+ 101964 − 1 = 10(1 + 10 + . . . 101963)− 1964 =

= 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
1964

0− 1964 = 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
1960

11110− 1964 = 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
1960

09146.

Таким чином число мiстить 1961 одиницю.
11. Якщо вiд першого рiвняння вiдняти друге, помножене на 8, будемо мати таку

рiвнiсть: (x− 2)4 = (y − 4)4, звiдки маємо два варiанти y = x+ 2 або y = 6− x.
Якщо пiдставити перший випадок, то ми одержимо рiвняння x3 + 3x2 + 4x + 32 = 0,

яке має єдиний дiйсний корiнь x = −4, звiдки y = −2.
Якщо пiдставити другий випадок, то ми одержимо рiвняння x3 − 9x2 + 36x − 64 = 0,

яке має єдиний дiйсний корiнь x = 4, звiдки y = 2.
Таким чином система має два наведених розв’язки.

12. Якщо скласти цю розгортку, то вийде куб зi стороною 2, вiд якого
вiдрiзали пiрамiду зi стороною 1 (рис.725). Оскiльки ця пiрамiда має 3
перпендикулярнi сторони довжиною 1, то ми одержимо, що її основа – пря-
мокутний трикутник зi стороною 1, висота також 1, тому її об’єм дорiвнює
1
3
· 1

2
· 1 · 1 · 1 = 1

6
. Таким чином загальний об’єм шуканого багатогранника

це 23 − 1
6

= 47
6
.

13. Задача № 13 середня лiга вихiдний рубiж.
14. Задане рiвняння можна переписати у такому виглядi: (x + y)2 + (y + 1)2 = 1989.

Оскiльки права частина кратна 3, то легко зрозумiти, що й кожний з квадратiв повинен
бути кратний 3, тому нехай x+y = 3k, y+1 = 3l, k ≥ l ⇒ k2 + l2 = 221. Оскiльки k бiльше
з двох чисел, то воно повинно лежати в межах 221

2
≤ k2 ≤ 221, звiдки для k2 достатньо

розглянути такi значення – 121, 144, 169, 196. Далi просто знаходимо можливi варiанти
k = 11, l = 10, та k = 14, l = 5, звiдки остаточно знаходимо розв’язки цього рiвняння в
натуральних числах: x = 28, y = 14 та x = 4, y = 29.

15. Пiдставимо у рiвнiсть x = 1
y
, одержимо

f

(
1

y

)
− f(y) = f 2

(
1

y

)
− f 2(y).

Виберемо таке значення y, при якому f(y) = 1
2
, тодi одержимо рiвнiсть:

(
f
(

1
y

)
− 1

2

)2

= 0,

таким чином f
(

1
y

)
= 1

2
. Тепер покладемо x = −1 та f(y) = 1

2
i одержимо таку рiвнiсть:

f(−1)− 1

2
=

1

2
f(−1)− 1

2
f(−1).

Звiдки одержуємо, що f(−1) = 1
2
. Шукана функцiя iснує, наприклад, стала.

16. Помножимо цю рiвнiсть на (a+ b+ c)(a+ c)(b+ c) i одержимо, що c2 = a2 + b2− ab,
звiдки з теореми косинусiв одержимо, що cos ∠C = 1

2
, тобто ∠C = 60◦.
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17. Задача № 17 середня лiга вихiдний рубiж.
18. Позначимо число m = a1a2 . . . an−16 = 10x + 6. Тодi виконується така рiвнiсть:

4(10x + 6) = 6 · 10n−1 + x або 13x = 2(10n−1 − 4). Таким чином число у правiй частинi
повинно дiлитись на 13, найменше значення n, при якому це вiдбувається – n = 6. Число
буде 99996, тому x = 15384 та шукане число m = 153846.

19. Послiдовно знаходимо, що

a2 = a1 + a1 + 1 = 3,

a3 = a2 + a1 + 2 = 6,

a4 = a2 + a2 + 4 = 10 = a3 + a1 + 3.

Зробимо припущення, що an = n(n+1)
2

та ММI це доведемо. Якщо це твердження виконує-
ться для усiх k ≤ n, то для n+ 1 = l +m, l ≤ n, m ≤ n маємо:

an+1 = al+m = al+am+ml =
l(l + 1)

2
+
m(m+ 1)

2
+lm =

(l +m)(l +m+ 1)

2
=

(n+ 1)(n+ 2)

2
,

що й треба було довести. Таким чином єдина послiдовнiсть, що задовольняє умови – це
an = n(n+1)

2
.

20. Задача № 20 середня лiга вихiдний рубiж.

Старша лiга. Залiковий рубiж

1. Занумеруємо кульки номерами вiд 1 до 10. Тодi першу кульку можно витягнути 10
способами. Другу – 9, а третю – 8. Отже, всього 10 · 9 · 8 варiантiв. Нехай у нас всього
x, y, z кульок блакитного, червоного та жовтого кольорiв. Тодi є x варiантiв витягнути
блакитну кульку, y – червону та z жовту кульку. Оскiльки порядок не має значення, то
потрiбно ще домножити на 6 (кiлькiсть впорядкувань). Отже, 6xyz

10·9·8 = 3
10
. Отже, xyz = 36,

x + y + z = 10. Оскiльки z – найбiльше та є дiльником 36, то r дорiвнює 4, 6 або 9. Але
лише для z = 4 можна знайти x, y. Отже, всього 4 кульки жовтого кольору. Далi просто
знаходимо, що блакитних та червоних повинно бути по 3.
2. Задача № 2 середня лiга залiковий рубiж.
3. Задача № 3 середня лiга залiковий рубiж.
4. Покажемо, що чотирикутник KLMN – вписаний
(рис.726). В чотирикутнику LCOB маємо ∠BLO =
∠BCO = 1

2
∠C, ∠CLO = ∠CBO = 1

2
∠B, в чотирику-

тникуNDOA маємо ∠DNO = ∠DAO = 1
2
∠A, ∠ANO =

∠ADO = 1
2
∠D⇒ ∠L+∠N = 180◦⇒ LO·NO = KO·MO

⇒ NO = pr
q
.

5. Задача № 5 молодша лiга залiковий рубiж.
6. Задача № 6 середня лiга залiковий рубiж.
7. З теореми Вiєта можемо записати такi рiвностi:
a+ b+ c = −ab, ab+ bc+ ca = bc, abc = −ca.

Далi просто розглянемо випадки, якi випливають з двох останнiх рiвностей, якi для
зручностi можна записати таким чином: a(b+ c) = 0 та ac(b+ 1) = 0.

Якщо a = 0, то b = −c i простою перевiркою переконуємось, що трiйка (0, b,−b), де
b 6= 0 є розв’язком.

Якщо a 6= 0, то маємо, що b 6= 0, c 6= 0 , бо iнакше b = c. А тодi повинна виконуватись
одночасно двi умови: b+ c = 0 та b+1 = 0, звiдки маємо, що b = −1 c = 1 i при довiльному
a 6= 0 маємо другий розв’язок: (a,−1, 1).
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8. Позначимо вiдношення CM
CD

= x, далi за допомогою векторiв
маємо (рис.727):

−−→
AM =

−→
AC +

−−→
CM = (1 − x)

−→
AC + x

3

−→
AB,

−→
AE =

−→
AB +

−−→
BE = 2

3

−→
AB + 1

3

−→
AC. Внаслiдок колiнеарностi векторiв

−−→
AM

та
−→
AE маємо таке вiдношення 1−x

1
3

=
x
3
2
3

. Звiдси й знаходимо, що
x = 6

7
. Далi маємо:

SAMC

SADC
=
CM

CD
=

6

7
⇒ SADC

SABC
=
AD

AB
=

1

3
.

Тому SAMC = 2
7
SABC , аналогiчно SANB = SBKC = 2

7
SABC звiдки

маємо шукану вiдповiдь SMNK = 1
7
SABC .

9. Неважко показати методом вiд супротивного, що будь-який прямоку-
тник розмiром 1×3 мiстить рiвно 1 синю клiтину. Дiйсно, якщо вiн мiстить
2 синi клiтини (аналогiчно, якщо не мiстить синiх клiтин взагалi), то пря-
мокутники розмiром 1×3 над ним та пiд ним синiх клiтин не мiстять. Але
тодi по iншому орiєнтований прямокутник мiстить рiвно 1 синю клiтину
– суперечнiсть (рис.728). Прямокутник розмiром 19× 88 можна розрiзати
на 18×88 та 1×88. Перший мiстить 264 прямокутники 2×3, який мiстить
528 синiх клiтин. Прямокутник 1×88 можна розбити на 29 прямокутникiв
1×3 та ще одна клiтина. Таким чином вiн мiстить 557 або 558 синiх клiтин.
Шукане розфарбування очевидно iснує, для цього достатньо пофарбувати
кожну третю дiагональ одного напряму.

10. З рiвняння випливає, що 2
√
xy = 1976 − x − y, звiдки випливає, що √xy – також

цiле число. Помножимо вихiдне рiвняння на
√
x i одержимо, що

√
1976x = x+

√
xy, тому√

1976x – цiле, оскiльки 1976 = 23 · 13 · 19, то x повинно дiлитись на 494 = 2 · 13 · 19,
позначимо x = 494x1, аналогiчно y = 494y1, звiдки

√
x1 +

√
y1 = 2, тому x1 = y1 = 1 ⇒

x = y = 494.
Зрозумiло, що усi цi мiркування справджуються у випадку x, y 6= 0, оскiльки з умов

задачi обидвi невiдомi невiд’ємнi, то залишається розглянути випадок x = 0 або y = 0.
Тодi очевидно, що маємо ще 2 розв’язки: (1976, 0) та (0, 1976).

11. Нехай bn = 1
an
, тодi b1 = 1

2
, b2 = 1, bn+1 = 2bn−bn−1, звiдки просто знайти, що bn = n

2

⇒ an = 2
n
→ 0 при n→∞.

12. Задача № 12 середня лiга залiковий рубiж.
13. Задача № 13 середня лiга залiковий рубiж.
14. Задача № 14 середня лiга залiковий рубiж.
15. Нехай усi числа по модулю дорiвнюють 1, тодi, якщо кiлькiсть додатних та вiд’єм-

них подвiйних добуткiв спiвпадають, то має мiсце рiвнiсть:

(a1 + a2 . . .+ an)
2 = a2

1 + a2
2 + . . . a2

n = n,

а це зрозумiло, що це можливо лише у випадку, коли n > 1 – повний квадрат.
Для остаточного розв’язання задачi треба навести приклад, що при усiх n = k2 > 1 це

можливо. Оскiльки
(a1 + a2 . . .+ ak2)2 = a2

1 + a2
2 + . . . a2

k2 = k2,

то

a1 + a2 . . .+ ak2 = k,

тому достатньо вибрати в якостi ′′+1′′ першi 1
2
(k2 +k) змiнних, а решту – 1

2
(k2−k) змiнних

обрати рiвними ′′ − 1′′.
16. Нехай точка F обрана на променi DC таким чином, щоб CF = BA (рис.729). Тодi

оскiльки
∠ABD = ∠CAD + ∠ADC = 180◦ − ∠ACD = ∠ACF,
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то 4DBA = 4ACF ⇒ AD = AF та ∠FAC = ∠ADB = ∠BAC, тому точка F лежить на
прямiй AB та ∠BAD = ∠AFC ⇒ AD = DF ⇒4ADF рiвностороннiй, тому ∠BAD = 60◦.
17. Обчислимо цю суму по розрядах. На першiй позицiї (роз-
ряд тисяч) можуть стояти цифри 1, 2, 3, 4, 5, при будь-якiй
фiксованiй цифрi решта розрядiв можуть бути заповненi 6 · 6 · 3
способами, тому сума у розрядi тисяч складає

(1 + 2 + 3 + 4 + 5) · 6 · 6 · 3 · 103 = 1620000.

Аналогiчнi пiдрахунки у iнших розрядах дають такi вiдповiдi:

(0 + 1 + 2 + 3 + 4 + 5) · 5 · 6 · 3 · 102 = 135000.

(0 + 1 + 2 + 3 + 4 + 5) · 5 · 6 · 3 · 101 = 13500.

(1 + 3 + 5) · 6 · 6 · 5 = 1620.

Уся сума дорiвнює 1770120.
18. Задача № 18 середня лiга залiковий рубiж.
19. Задача № 19 середня лiга залiковий рубiж.
20. Задача № 20 середня лiга залiковий рубiж.


