
Ëiòíi òðåíóâàëüíi çáîðè 2012 ðîêó. Ìàòáié

1. AH1, BH2, CH3 � âèñîòè ãîñòðîêóòíîãî ðiçíîñòîðîííüîãî òðèêóòíèêà ABC. Âïè-
ñàíå êîëî òðèêóòíèêà ABC äîòèêà¹òüñÿ äî ñòîðií BC, CA i AB â òî÷êàõ T1, T2 é
T3 âiäïîâiäíî. Íåõàé Pk (k = 1, 2, 3) � òàêà òî÷êà íà ïðÿìié HkHk+1 (òóò H4 = H1),
ùî òðèêóòíèê HkTkPk ãîñòðîêóòíèé i HkTk = HkPk. Äîâåäiòü, ùî êîëà, îïèñàíi
íàâêîëî òðèêóòíèêiâ T1P1T2, T2P2T3, T3P3T1, ïðîõîäÿòü ÷åðåç ñïiëüíó òî÷êó.

2. Â àóäèòîðiÿõ óíiâåðñèòåòó ðîçìiùåíî ïàðíó êiëüêiñòü ëàìï, ùîíàéìåíøå ïî òðè
ëàìïè â êîæíié êiìíàòi. Äèâàêóâàòi åëåêòðèêè çðîáèëè âèìèêà÷i òàê, ùî êîæåí
âèìèêà÷ ïiäêëþ÷åíèé ðiâíî äî äâîõ ëàìï (íå îáîâ'ÿçêîâî ç îäíi¹¨ êiìíàòè), à íàòè-
ñêàííÿ öüîãî âèìàêà÷à çìiíþ¹ ¨õíié ñòàí íà ïðîòèëåæíèé. Äîâåäiòü, ùî ðîçóìíèé
ñòóäåíò ìîæå íàòèñêàòè âèìèêà÷i òàê, ùîá ïiñëÿ ïåâíî¨ êiëüêîñòi íàòèñêàíü ó
êîæíié ç àóäèòîðié áóëè ÿê óâiìêíåíi, òàê i âèìêíåíi ëàìïè.

3. Íåõàé f(x, y) � ìíîãî÷ëåí âiä äâîõ çìiííèõ. Âiäîìî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëü-
íèõ ÷èñåë a i b ÷èñëî f(a, b) íàòóðàëüíå i ¹ ñïiëüíèì äiëüíèêîì a òà b. Äîâåäiòü,
ùî f(x, y) ≡ 1.

4. Âåðøèíè íåñêií÷åííîãî ãðàôà çàíóìåðîâàíi íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè òàê, ùî êîæíå
íàòóðàëüíå ÷èñëî ¹ íîìåðîì ðiâíî îäíi¹¨ âåðøèíè. Âiäîìî, ùî íåìà¹ äâîõ ìíîæèí,
ÿêi ìiñòÿòü ïî 2012 âåðøèí ãðàôà, òàêèõ, ùî êîæíà âåðøèíà ç ïåðøî¨ ìíîæèíè
ç'¹äíàíà ç êîæíîþ âåðøèíîþ ç äðóãî¨ ìíîæèíè. Äîâåäiòü, ùî iñíó¹ àðèôìåòè÷íà
ïðîãðåñiÿ ÿê çàâãîäíî âåëèêî¨ äîâæèíè òàêà, ùî æîäíi äâi âåðøèíè ç íîìåðàìè ç
öi¹¨ àðèôìåòè÷íî¨ ïðîãðåñi¨ íå ç'¹äíàíi ðåáðîì.

5. Íåõàé a1, a2, . . . , an i b1, b2, . . . , bn � 2n äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë. Âiäîìî, ùî
a1 + a2 + . . . + an = b21 + b22 + . . . + b2n = 1. Äîâåäiòü, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâ-
íiñòü: a1(b1 + a2) + a2(b2 + a3) + . . .+ an(bn + a1) < 1.

6. Íåõàé O òà I � öåíòðè âïèñàíîãî òà îïèñàíîãî êië òðèêóòíèêà ABC. Çîâíiâïèñàíå
êîëî ωa äîòèêà¹òüñÿ äî ïðÿìèõAB,AC i âiäðiçêàBC â òî÷êàõK,M ,N âiäïîâiäíî.
Âiäîìî, ùî ñåðåäèíà âiäðiçêà KM íàëåæèòü îïèñàíîìó êîëó òðèêóòíèêà ABC.
Äîâåäiòü, ùî òî÷êè O, N , I êîëiíåàðíi.

7. Äëÿ çàäàíîãî ïðîñòîãî p > 5 i íàòóðàëüíîãî x ïîçíà÷ìî fp(x) =
p−1∑
k=1

1
(px+k)2

. Äî-

âåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ x òà y ðiçíèöÿ fp(x) − fp(y) ìîæå áóòè
çàïèñàíà ÿê íåñêîðîòíèé äðiá, ÷èñåëüíèê ÿêîãî äiëèòüñÿ íà p3.

8. � îäíà ÷åðâîíà i k > 1 ñèíiõ êîìiðîê, à òàêîæ êîëîäà ç 2n êàðò, çàíóìåðîâàíèõ
÷èñëàìè âiä 1 äî 2n. Ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò óñÿ êîëîäà ëåæèòü â ÷åðâîíié êîìiðöi
(êàðòè ïåðåòàñîâàíî â äîâiëüíîìó ïîðÿäêó). Ç êàðòàìè äîçâîëÿ¹òüñÿ ðîáèòè òàêó
îïåðàöiþ: ç äîâiëüíî¨ êîìiðêè ìîæíà âçÿòè âåðõíþ êàðòó é àáî ïåðåêëàñòè ¨¨ â
ïîðîæíþ êîìiðêó, àáî ïîêëàñòè ¨¨ íà êàðòó ç íîìåðîì, ùî íà 1 áiëüøèé. Çíàéäiòü
íàéáiëüøå çíà÷åííÿ n, ïðè ÿêîìó âñi êàðòè ìîæíà ïåðåêëàñòè â îäíó ç ñèíiõ
êîìiðîê íåçàëåæíî âiä ïî÷àòêîâîãî ðîçòàøóâàííÿ êàðò ó ÷åðâîíié êîìiðöi.

9. Íåõàé p � ïðîñòå, a, b, c � íàòóðàëüíi ÷èñëà, ïðè÷îìó 6 | p + 1, p | a + b + c i
p | a4 + b4 + c4. Äîâåäiòü, ùî êîæíå ç ÷èñåë a, b, c äiëèòüñÿ íà p.

10. Äëÿ äîâiëüíîãî m > 0 íàçâiìî m-òðèëiíiéíîþ òî÷êîþ äîâiëüíó òî÷êó x óñåðåäèíi
ìíîãîêóòíèêà P òàêó, ùî iñíóþòü òðè ðiçíi òî÷êè x1, x2, x3 íà ãðàíèöi ìíîãîêó-
òíèêà P , äëÿ ÿêèõ d(x1, x) = d(x2, x) = d(x3, x) = m, äå ÷åðåç d(a, b) ïîçíà÷åíî
âiäñòàíü âiä òî÷êè a äî òî÷êè b. ×è ïðàâäà, ùî äîâiëüíà òî÷êà âñåðåäèíi äîâiëü-
íîãî íåîïóêëîãî ìíîãîêóòíèêà ¹ m-òðèëiíiéíîþ äëÿ äåÿêîãî m > 0?


