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1. Äî êië ω1, ω2 ïðîâåäåíî ïàðó ñïiëüíèõ çîâíiøíiõ äîòè÷íèõ. Ïåðøà äîòèêà¹òüñÿ ω1 â A, äðóãà
äîòèêà¹òüñÿ ω2 â B. Ïðÿìà AB âäðóãå ïåðåòèíà¹ ω1 i ω2 â C i D âiäïîâiäíî. Äîâåäiòü, ùî
AC = BD.

2. Âñåðåäèíi ãîñòðîêóòíîãî òðèêóòíèêà ABC âçÿëè òî÷êó P i ïðîâåëè âèñîòó AH. Òî÷êè D,E,Q
� ïðîåêöi¨ P íà AB, AC, AH. Äîâåäiòü, ùî

|AB · AD − AC · AE| = BC · PQ.

3. Äàíî ãîñòðîêóòíèé òðèêóòíèê ABC. Òî÷êè D òà E âçÿòî íà ñòîðîíàõ AC òà BC âiäïîâiäíî òàê,
ùî òî÷êè A,B,D, òà E ëåæàòü íà îäíîìó êîëi. Íåõàé îïèñàíå êîëî òðèêóòíèêà DEC ïåðåòèíà¹
ñòîðîíó AB â äâîõ òî÷êàõ X òà Y . Äîâåäiòü, ùî ñåðåäèíà XY ¹ îñíîâîþ ïåðïåíäèêóëÿðó ç C
íà AB.

4. Íà äiàìåòði AB êîëà ω âçÿòî òî÷êó C. D � òàêà òî÷êà íà ω, ùî DC ⊥ AB. Êîëî ç öåíòðîì â D
i ðàäióñîì DC ïåðåòèíà¹ ω â äâîõ òî÷êàõ X i Y . Äîâåäiòü, ùî XY äiëèòü íàâïië âiäðiçîê CD.

5. Áiñåêòðèñà êóòà A ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà ABC (∠C = 90◦) ïðåòèíà¹ îïèñàíå éîãî êîëî â N ,
M � ñåðåäèíà AC. Ïðÿìà MN âäðóãå ïåðåòèíà¹ îïèñàíå êîëî ABC â P . Äîòè÷íi äî îïèñàíîãî
êîëà ABC â A i C ïåðåòèíàþòüñÿ â S. Äîâåäiòü, ùî ∠NPS = 90◦.

6. Íà ìåäiàíàõ AA0 òà BB0 ãîñòðîêóòíîãî òðèêóòíèêà ABC ïîáóäîâàíî äóãè îäíàêîâî¨ ãðàäóñíî¨
ìiðè â ñòîðîíó âåðøèíè C. Äîâåäiòü, ùî ñïiëüíà õîðäà êië, ÿêi ìiñòÿòü öi äóãè, ìiñòèòü òî÷êó
C.

7. Äàíî ïðàâèëüíèé òðèêóòíèê ABC i êîëî ω, ÿêå äîòèêà¹òüñÿ äî AB â òî÷öi B, à äî AC � â òî÷öi
C. Ïðÿìà, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç A, ïåðåòèíà¹ ω â òî÷êàõ D i E. Íåõàé O � öåíòð ABC. Äîâåäiòü,
ùî B, O òà ñåðåäèíè âiäðiçêiâ CD òà CE ëåæàòü íà îäíîìó êîëi.

8. Âïèñàíå êîëî òðèêóòíèêà ABC äîòèêà¹òüñÿ äî ñòîðîíè AB â òî÷öi C ′. Êîëî, âïèñàíå â òðè-
êóòíèê ACC ′, äîòèêà¹òüñÿ ñòîðií AB i AC â òî÷êàõ C1, B1; êîëî, âïèñàíå â òðèêóòíèê BCC ′,
äîòèêà¹òüñÿ ñòîðií AB i BC â òî÷êàõ C2, A2. Äîâåäiòü, ùî ïðÿìi B1C1, A2C2 i CC ′ ïåðåòèíàþòüñÿ
â îäíié òî÷öi.

9. Âïèñàíå êîëî òðèêóòíèêà ABC äîòèêà¹òüñÿ ñòîðií AB, BC, CA â òî÷êàõ C0, A0, B0. Íà ïëîùèíi
âçÿòà òî÷êà P . Íåõàé X � òî÷êà ïåðåòèíó ïðÿìî¨ AB òà ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðó äî C0X.
Òî÷êè Y , Z âèçíà÷åíi àíàëîãi÷íî. Äîâåäiòü, ùî X, Y, Z êîëiíåàðíi.

10. Äàíî êîëî ω i òî÷êà P ïîçà íèì. Ç ïðîâåäåíî äâi äîòè÷íi PA i PB äî êîëà ω. M,N � ñåðåäèíè
âiäðiçêiâ PA i PB. Òî÷êè X òà Y âçÿòi íà âiäðiçêó MN äîâiëüíèì ÷èíîì. Äîòè÷íi äî ω, ùî
ïðîâåäåíî ç X i Y ïåðåòèíàþòüñÿ â Z. Äîâåäiòü, ùî ÷îòèðèêóòíèê PXZY ¹ îïèñàíèì.

11. Íà ïðÿìié âçÿòî òî÷êè A,B,C,D ñàìå â òàêîìó ïîðÿäêó. Íà AC i BD ïîáóäîâàíî êîëà ω1, ω2

ÿê íà äiàìåòðàõ, ÿêi ïåðåòèíàþòüñÿ â X i Y . XY ïåðåòèíà¹ AD â Z. Íà XY âçÿòî òî÷êó P , ùî
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âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä Z. Ïðÿìà BP âäðóãå ïåðåòèíà¹ ω2 â N , ïðÿìà CP êîëî ω1 � â M . Äîâåäiòü,
ùî AM , DN , XY ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi.

12. Êîëî ω äîòèêà¹òüñÿ äî äâîõ ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ l1, l2. Êîëî ω1 äîòèêà¹òüñÿ äî l1 â A, äî ω â C
çîâíiøíiì ÷èíîì. Êîëî ω2 äîòèêà¹òüñÿ äî l2 â B, äî ω â D çîâíiøíiì ÷èíîì i äî ω1 â E çîâíiøíiì
÷èíîì. Ïðÿìi BC i AD ïåðåòèíàþòüñÿ â Q. Äîâåäiòü, ùî QC = QD = QE.

13. Äàíî íåðiâíîáîêó òðàïåöiþ ABCD (AB ‖ CD). Êîëî, ÿêå ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè A òà B, ïåðå-
òèíà¹ áîêîâi ñòîðîíè òðàïåöi¨ â òî÷êàõ P , Q, à äiàãîíàëi � â òî÷êàõ M i N . Äîâåäiòü, ùî ïðÿìi
PQ, MN , CD ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi.

14. Â êóò âïèñàíî äâà êîëà ω è Ω. Ïðÿìà ` ïåðåòèíà¹ ñòîðîíè êóòà â òî÷êàõ A i F , êîëî ω â òî÷êàõ
B i C, êîëî Ω â òî÷êàõ D i E (ïîðÿäîê òî÷îê íà ïðÿìié � A,B,C,D,E, F . Ïðèïóñòèìî, ùî
BC = DE. Äîâåäiòü, ùî AB = EF .

15. Â ãîñòðîêóòíîìó òðåóãîëüíèêó ABC O � öåíòð îïèñàíîãî êîëà, A1, B1, C1 � îñíîâè âèñîò. Íà
ïðÿìèõ OA1, OB1, OC1 çíàéøëè òàêi òî÷êè A′, B′, C ′ âiäïîâiäíî, ùî ÷îòèðèêóòíèêè AOBC ′,
BOCA′, COAB′ âïèñàíi. Äîâåäiòü, ùî êîëà, îïèñàíi íàâêîëî òðèêóòíèêiâ AA1A

′, BB1B
′, CC1C

′

ìàþòü ñïiëüíó òî÷êó.

16. Â ãîñòðîêóòíîìó òðèêóòíèêó ABC ïðîâåäåíà âèñîòà AH. Òî÷êè X òà Y íà ñòîðîíàõ AB òà AC
âiäïîâiäíî òàêi, ùî AXHY ïàðàëåëîãðàì. Ïðÿìi XY òà BC ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi D. Äîâåäiòü,
ùî DB ·DC = DH2.

17. (*)Ç âåðøèíè C òðèêóòíèêà ABC ïðîâåäåíî äîòè÷íi CX, CY äî êîëà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç
ñåðåäèíè ñòîðií òðèêóòíèêà. Äîâåäiòü, ùî ïðÿìi XY , AB i äîòè÷íà â òî÷öi C äî îïèñàíîãî êîëà
òðèêóòíèêà ABC ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi.

18. (*)Òî÷êà P ëåæèòü âñåðåäèíi òðèêóòíèêà ABC. Òî÷êè X, Y, Z � îñíîâè ïåðïåíäèêóëÿðiâ, ïðîâå-
äåíèõ ç íå¨ íà ñòîðîíè BC, CA è AB ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà P ′ âñåðåäèíi òðèêóòíèêà içàãîíàëüíî
ñïðÿæåíà äî P . Êîëî ω p öåíòðîì â òî÷ws P ìà¹ ðàäióñ 2r, äå r � ðàäsóñ îïèñàíîãî êîëà òðè-
êóòíèêà XY Z. Ïðîìåíi Y P ′ òà ZP ′ ïåðåòèíàþòü ω â òî÷êàõ M i N . Ïðÿìà MN ïåðåòèíà¹ Y Z
â òî÷öi K. Òî÷êà T � ïðîåêöiÿ K íà PA. Äîâåäiòü, ùî

PT · PA = 4r2.
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