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Ëiòíié ìàòåìàòè÷íèé òàáið �Êîíòîðà π�

Ñåðåäíÿ ãðóïà

1 Ïîäiáíiñòü

Çàäà÷à 1. (Íåðiâíiñòü Ïòîëåìåÿ) Äàíî ÷îòèðèêóòíèê ABCD. Äîâåäiòü, ùî

AB · CD +BC ·DA ≥ AC ·BD,

ïðè÷îìó ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ABCD âïèñàíèé.

Çàäà÷à 2. Íà ñòîðîíàõ AB i BC êâàäðàòà ABCD âçÿòî òî÷êè P i Q âiäïîâiäíî, ïðè÷îìó BP =
BQ. Íåõàé H � ïðîåêöiÿ B íà PC. Äîâåäiòü, ùî ∠QHD = 90◦.

Çàäà÷à 3. Äîòè÷íà â òî÷öi A äî îïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêè ABC ïåðåòèíà¹ ïðÿìó BC â òî÷öi
M . Òî÷êà C ′ � ñèìåòðè÷íå âiäîáðàæåííÿ òî÷êè C âiäíîñíî ïðÿìî¨ AM , òî÷êà Y òàêà, ùî M ¹
ñåðåäèíîþ âiäðiçêà AY . Äîâåäiòü, ùî ÷îòèðèêóòíèê Y C ′AB âïèñàíèé.

Çàäà÷à 4. Äâà êîëà ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷êàõ A i B, à õîðäè AN i AM äîòèêàþòüñÿ äî öèõ êië.
Òî÷êà C òàêà, ùî AMCN ¹ ïàðàëåëîãðàìîì. Òî÷êè P i Q äiëÿòü âiäðiçêè BN i MC â îäíàêîâîìó
ñïiââiäíîøåííi. Äîâåäiòü, ùî ∠APQ = ∠ANC.

Çàäà÷à 5. Â òðèêóòíèêó ABC ïðîâåäåíî êîëî ω1, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç âåðøèíè A i B i äîòèêà¹òüñÿ
äî ïðÿìî¨ AC, i êîëî ω2, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç âåðøèíè A i C i äîòèêà¹òüñÿ äî ïðÿìî¨ AB. Êîëà
ω1 i ω2 ïåðåòèíàþòüñÿ âäðóãå â òî÷öi K. Íåõàé O � öåíòð îïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà ABC.
Äîâåäiòü, ùî ∠BKO = 90◦.

Çàäà÷à 6. Â òðèêóòíèêó ABC (AB < AC) âiäìi÷åíî iíöåíòð I, i M � ñåðåäèíà BC. Íåõàé òàêîæ
N � ñåðåäèíà äóãè BAC îïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà ABC. Äîâåäiòü, ùî ∠INM + ∠AIM = 180◦.

2 Ñòåïiíü òî÷êè

Ñòåïiíü òî÷êè P âiäíîñíî êîëà ω âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê OP 2 − R2, äå O � öåíòð ω, à R � éîãî ðàäióñ.
Iíøèì ñïîñîáîì ñòåïiíü òî÷êè ìîæíà ïîðàõóâàòè çà äîïîìîãîþ

• òåîðåìè ïðî êâàäðàò äîòè÷íî¨,

• òåîðåìè ïðî äîáóòîê âiäðiçêiâ õîðä.

Çàäà÷à 7. Äàíî êâàäðàò ABCD. Íåõàé M � ñåðåäèíà BC, à H � îñíîâà ïåðïåíäèêóëÿðó ç C íà
DM . Äîâåäiòü, ùî AB = AH.

Çàäà÷à 8. Äàíî ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê ABC (∠C = 90◦). Äîòè÷íi â òî÷êàõ B i C äî îïèñàíîãî
êîëà ABC ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi S. Íåõàé M � ñåðåäèíà BC, à W � ñåðåäèíà ìåíøî¨ äóãè AC
îïèñàíîãî êîëà ABC. Ïðÿìà WM ïåðåòèíà¹ îïèñàíå êîëî ABC âäðóãå â òî÷öi T . Äîâåäiòü, ùî
∠WTS = 90◦.

Çàäà÷à 9. Äàíî ïðàâèëüíèé òðèêóòíèê ABC ç öåíòðîì O. Ïðÿìà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç âåðøèíó
C, ïåðåòèíà¹ îïèñàíå êîëî òðèêóòíèêà ABO â òî÷êàõ D i E. Äîâåäiòü, ùî òî÷êè A, O i ñåðåäèíè
âiäðiçêiâ BD, BE ëåæàòü íà îäíîìó êîëi.

Çàäà÷à 10. Êîëà ω1 i ω2 äîòèêàþòüñÿ â òî÷öi Q. �õ ñïiëüíà äîòè÷íà äîòèêà¹òüñÿ äî ω1 â òî÷öi
B, à A � òàêà òî÷êà íà öüîìó êîëi, ùî BA � äiàìåòð. Íåõàé AC � äîòè÷íà äî êîëà ω2, ïðè÷îìó
òî÷êè B i C ëåæàòü â îäíié ïiâïëîùèíi âiäíîñíî ïðÿìî¨ AQ. Äîâåñòè, ùî êîëî ω1 äiëèòü BC
íàâïië.
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3 Ðàäèêàëüíi îñi

Çàôiêñó¹ìî äâà êîëà (ìîæëèâî, ç íóëüîâèì ðàäióñîì) íà ïëîùèíi. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ãåîìåòðè÷íå ìiñöå
òàêèõ òî÷îê ç îäíàêîâèì ñòåïåíåì âiäíîñíî îáîõ êië � ïðÿìà, ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ëiíi¨ öåíòðiâ êië.
Öÿ ïðÿìà � ðàäèêàëüíà âiñü.

Òåîðåìà 1. Ðàäèêàëüíi îñi òðüîõ êië ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi.

Òåîðåìà 2. (Áðiàíøîí) Ãîëîâíi äiàãîíàëi îïèñàíîãî øåñòèêóòíèêà ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi.

Âïðàâà 1. Âêàæiòü, ÷èì áóäå ðàäèêàëüíà âiñü ó âèïàäêó:

• äâîõ êië, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ;

• äâîõ äîòè÷íèõ êië;

• ÿêùî ðàäióñ îäíîãî ç êië äîðiâíþ¹ 0.

Çàäà÷à 11. Â ãîñòðîêóòíîìó òðèêóòíèêó ABC ïðîâåäåíî âèñîòó AH. Ïðîåêöi¨ H íà ñòîðîíè AB
i AC � òî÷êè X i Y . Äîâåäiòü, ùî ÷îòèðèêóòíèê BXY C � âïèñàíèé.

Çàäà÷à 12. Âïèñàíå êîëî äîòèêà¹òüñÿ äî ñòîðií AB, BC, CA òðèêóòíèêà ABC â òî÷êàõ C1,
A1, B1. Ïðÿìi, ùî ìiñòÿòü ñåðåäíi ëiíi¨ òðèêóòíèêiâ B1AC1 i B1CA1, ïàðàëåëüíi âiäðiçêàì B1C1 i
B1A1 âiäïîâiäíî, ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi X. Äîâåäiòü, ùî AX = XC.

Çàäà÷à 13. Íåõàé M i N � ñåðåäèíè ñòîðií AB i AC òðèêóòíèêà ABC, à AH � âèñîòà. Äîâåäiòü,
ùî ñïiëüíà õîðäà îïèñàíèõ êië òðèêóòíèêiâ BHN i CHM ïðîõîäèòü ÷åðåç ñåðåäèíó MN .
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