
Вiдбiр мiста Києва на Всеукраїнську олiмпiаду

I тур

Умови та розв’язки по усiх класах

8 клас

1. Показати, що серед членiв послiдовностi 23n+ 18 є нескiнченно багато таких, що запису-
ються самими дев’ятками.

Розв’язання. Для позитивної вiдповiдi на це запитання треба показати, що рiвняння
23n+18 = 10k−1 має нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв у натуральних числах. Перепишемо
це рiвняння у такому виглядi n = 10k−19

23
, тобто повинно iснувати нескiнченна кiлькiсть

таких k, що 10k ≡ 19 (mod 23).

Усього iснує скiнченна кiлькiсть остач при дiленнi чисел 10k на 23, то знайдуться такi два
числа r, s, для яких 10r ≡ 10r+s (mod 23), тодi 10r(10s − 1) ≡ 0 (mod 23). Оскiльки числа
10 та 23 взаємно простi, то 10s ≡ 1 (mod 23), а далi легко знаходимо, що при n = sm+ 5
10n = 10sm+5 = (10s)m · 105 ≡ 1 · 19 ≡ 19 (mod 23), що й треба було показати.

2. В гострокутному трикутнику ABC проведено висоти BK
та AL. Нехай H – точка перетину висот, а точка M – се-
редина сторони AB. Доведiть, що бiсектриса ∠KML про-
ходить через середину вiдрiзка CH.
Розв’язання. Позначимо через S середину вiдрiзка CH.
За умовою ∠ALB = ∠AKB = 90◦, тому точки A,L,K,B
лежать на одному колi з дiаметром AB, точка M – центр
цього кола. Отже ML = MK. Також, ∠HLC = ∠HKC =
90◦, тому точки C,L,H,K лежать на одному колi з дiаме-
тром CH, точка S – центр цього кола. Отже SL = SK. А
значить 4SLM = 4SKM за трьома сторонами. З рiвно-
стi трикутникiв ∠SML = ∠SMK, що й означає, що SM –
бiсектриса ∠KML.

3. У кожнiй клiтинi нескiнченного клiтчатого паперу напи-
сане натуральне число таким чином, що кожне натураль-
не число записане рiвно 1 раз. Доведiть, що для кожного
натурального m iснують двi сусiднi по сторонi клiтини, рi-
зниця чисел у яких бiльша вiд m (рiзниця мiж бiльшим та
меншим числами).
Розв’язання. Розглянемо для довiльного натурального
числаm > 1 квадрат 2m×2m, у цьому квадратi усього 4m2

рiзних натуральних чисел, тому рiзниця мiж найбiльшим
та найменшим числами у цьому квадратi вiдрiзняються
принаймнi на 4m2 − 1. З’єднаємо найбiльше та наймен-
ше числа у таблицi ланцюгом з клiтин, як це показано на
рис.5. Довжина цiєї дорiжки не перевищує 4m− 1, а тому
й хоча б деякi з рiзниць чисел у сусiднiх клiтинах цього
ланцюга не менше 4m2−1

4m−1
, тобто бiльше вiд m.

4. Попарно рiзнi дiйснi числа a, b, c пов’язанi рiвнiстю:

a2 + 4b2 + c2 − 4ab− 4bc+ 2ac− 2a+ 2c+ 2 = 0.

З’ясуйте, яке з цих чисел є найбiльшим, а яке – найменшим?
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Вiдповiдь: a > b > c.

Розв’язання. Задане рiвняння переписується у виглядi

(a− 2b+ c)2 = 2(a− c− 1).

Звiдси очевидно, що a− c− 1 ≥ 0 тобто a > c.

Тепер у одержанiй рiвностi зробимо замiну t = a − c − 1, i будемо мати таку рiвнiсть:
(a− 2b+ c)2 = 2t.

Спочатку зробимо у лiву частину таку пiдстановку: a = t+1+c. Одержимо таку рiвнiсть:
(t+ 1 + 2(c− b))2 = 2t. Очевидно, що рiвнiсть неможлива за умови c− b > 0, тому c < b.

Аналогiчно, пiсля пiдстановки c = a− t− 1 одержимо рiвнiсть (t+ 1 + 2(b− a))2 = 2t, яка
так само неможлива при b− a > 0, таким чином остаточно одержуємо шукану вiдповiдь.

9 клас

1. Задача 8.1

2. Задача 8.2

3. Дiйснi числа x1, x2, x3, x4, x5 задовольняють систему рiвнянь:
x1x2 + x1x3 + x1x4 + x1x5 = −1,
x2x1 + x2x3 + x2x4 + x2x5 = −1,
x3x1 + x3x2 + x3x4 + x3x5 = −1,
x4x1 + x4x2 + x4x3 + x4x5 = −1,
x5x1 + x5x2 + x5x3 + x5x4 = −1.

Знайти якi значення може приймати величина x1?

Вiдповiдь: ±
√

2,±
√

2
2
.

Розв’язання. Позначимо a = x1 +x2 +x3 +x4 +x5, тодi будь-яке рiвняння можна подати
у виглядi (на прикладi першого рiвняння): x1x1 + x1x2 + x1x3 + x1x4 + x1x5 = −1 + x2

1,
тобто кожне з цих змiнних задовольняє рiвняння x2 − ax− 1 = 0. Це рiвняння має коренi
a±
√
a2+4
2

, якi ми позначимо через α та β. З теореми Вiєта αβ = −1. Нехай у цiй системi
рiвнянь k iз змiнних x1, x2, x3, x4, x5 дорiвнюють α, а решта 5 − k дорiвнюють β. Тодi
a = kα + (5− k)β = kα + 5−k

α
. Якщо це пiдставити у рiвняння α2 − aα− 1 = 0 одержимо,

що (k − 1)α2 = 4 − k. Оскiльки α2 > 0, то k = 2 або k = 3. Якщо k = 2 маємо α = ±
√

2,
якщо k = 3 маємо α = ±

√
2

2
. Легко побачити, що цi значення є шуканi.

4. Два автомати виконують перестановки чисел. Якщо у деякий автомат ввести числа a1,
a2, . . . , a2010 (у вказаному порядку), то автомат видає тi ж самi числа, що розташованi у
деякому (власному для кожного) автомату порядку, цей порядок залежить лише вiд но-
мерiв чисел, що поступають на вхiд, та не залежить вiд величин самих чисел. У першому
випадку спочатку в перший автомат була введена послiдовнiсть чисел 1, 2, . . . , 2010, одер-
жаний на виходi результат був введений у другий автомат.У другому випадку у другий
автомат ввели послiдовнiсть чисел 2010, 2009, . . . , 1, а одержаний на виходi результат був
введений у перший автомат.

Доведiть, що кiлькiсть чисел, що залишились на своїх мiсцях внаслiдок таких послiдовних
перетворень у двох автоматах та сама для обох спроб.

Розв’язання. Позначимо через 1(n) та 2(n) вiдповiдно мiсце, куди переставляє число з
n-го мiсця перший та другий автомат.

Нехай деяке число am залишилось на своєму мiсцi, пiсля дiї спочатку першого автомату, а
потiм – другого. Це означає, що перший автомат переставляє його з мiсцяm на деяке мiсце
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k = 1(m), а другий автомат число, яке стоїть на мiсцi k, переставляє на мiсце m = 2(k).
Але це означає, що якщо спочатку подiяти другим автоматом, а далi першим, то число,
яке спочатку стоїть на k-ї позицiї, спочатку перейде на m = 2(k) мiсце, а далi пiсля дiї
першого автомату – на k = 1(m) позицiю. Таким чином ми маємо взаємно однозначну
вiдповiднiсть мiж числами, якi зберегли свої позицiї у першому та другому випадках.
Тому їх кiлькiсть рiвна.

10 клас

1. Для натурального числа n вiдомо, що сума усiх дiльникiв цього числа є степенем числа 2.
Довести тодi, що й кiлькiсть цих дiльникiв також є степенем 2.

Розв’язання. Нехай n = pα1
1 p

α2
2 . . . pαk

k . Вiдомо, що сума усiх дiльникiв цього числа є
добуток(

1 + p1 + p2
1 + . . .+ pα1

1

) (
1 + p2 + p2

2 + . . .+ pα2
2

)
. . .
(
1 + pk + p2

k + . . .+ pαk
k

)
.

Якщо цей вираз є степенем 2, то кожний множник також повинен бути степенем 2. Таким
чином сума Si = 1 + pi + p2

i + . . . + pαi
i = 2l, при цьому l > 1, тому pi та αi повиннi бути

непарними.

Припустимо, що αi > 1, тодi з а вiдомими формулами розкладання на множники можемо
записати, що Si = (1+ pi)

(
1 + p2

i + p4
i + . . .+ pαi−1

i

)
. Знову у других дужках повинно бути

парне число, а це означає такий вигляд парного числа αi − 1 = 4k + 2, але тодi

Si = (1 + pi)
(
1 + p2

i + p4
i + . . .+ pαi−1

i

)
= (1 + pi)(1 + p2

i )
(
1 + p4

i + p8
i + . . .+ pαi−3

i

)
.

Таким чином 1 + pi = 2a та 1 + p2
i = 2b, очевидно, що a < b, тому (1 + pi) | (1 + p2

i ), що
суперечить таким мiркуванням: оскiльки (1 + p2

i ) = (1 + pi)(pi − 1) + 2, то (1 + pi) | 2, що
неможливо для простого числа pi.

Таким чином наше припущення щодо αi > 1 – хибне, тому ∀i = 1, k αi = 1, звiдки легко
одержати, що й кiлькiсть дiльникiв дорiвнює рiвно 2k, тобто дiйсно є степенем 2.

2. Нехай ABC – трикутник, у якого AB > AC, AM та AK – медiана та бiсектриса цього
трикутника. Точка L така на прямiй, що KL ‖ AC. Довести, що CL ⊥ AK.

Розв’язання. Опишемо навколо4ABC коло, i про-
довжимо бiсектрису AK до перетину з цим колом у
точцi D, яка є серединою ^ BC. З’єднаємо точки O
i D (на цьому вiдрiзку лежить також точка M). Не-
хай P = AK∩CL. Покажемо, що 4DMK ∼ 4CPK,
звiдки й усе й буде випливати. Для цього достатньо
довести, що KD

KC
= KM

KP
.

Оскiльки AK ·KD = BK ·KC, що нам дає KD
KC

= KB
KA

(рис.2), тобто залишається показати, що KM
KP

= KB
KA

.
Застосуємо до 4AMK та прямої CL теорему Мене-
лая: AP

PK
· KC
CM
· ML
LA

= 1 ⇒ AP
PK

= MC
CK
· AL
LM

, з паралель-
ностi KL ‖ CA маємо AL

LM
= CK

KM
, звiдки AP

PK
= MC

KM

⇒ AP
PK

+ 1 = MC
KM

+ 1 ⇒ AK
PK

= MC+MK
KM

⇒ KM
KP

= KB
KA

,
оскiльки BK = CM +MK = BM +MK, що й треба
було довести.

3. Задача 9.3

4. Задача 9.4

11 клас
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1. Задача 10.1

2. Задача 10.2

3. Знайти усi функцiї f : R→ R, якi ∀x, y ∈ R задовольняють умову:

xf(x+ xy) = xf(x) + f(x2)f(y).

Вiдповiдь: f = 0 або f(x) = x.

Розв’язання. Зробимо декiлька пiдстановок: x = y = 0⇒ 0 = f 2(0).

Тепер пiдставимо y = −1⇒ xf(x) + f(x2)f(−1) = 0.

Розглянемо два випадки.

1 випадок. f(−1) = 0⇒ ∀x ∈ Rxf(x) = 0⇒ f = 0. – розв’язок.

2 випадок. f(−1) 6= 0 тодi у спiввiдношення xf(x) + f(x2)f(−1) = 0 пiдставимо x = −1,
пiсля скорочення на f(−1)⇒ f(1) = 1. Далi туди ж пiдставимо x = 1 i одержимо f(−1) =
−1. Тому спiввiдношення xf(x) + f(x2)f(−1) = 0 приймає вигляд xf(x) = f(x2).

Тепер покладемо y = x−1 у початкову рiвнiсть i одержимо, xf(x2) = xf(x)+f(x2)f(x−1).
Пiдставимо сюди знайдене значення i одержимо, що f(x2)(f(x − 1) − (x − 1)) = 0. Якщо
припустити, що f(a) = 0 для деякого a 6= 0. Тодi iз рiвностi xf(x) = f(x2) маємо, що також
i f(a2) = 0. Тепер пiдставимо у початкову рiвнiсть x = a i ми одержимо, що af(a+ay) = 0.
Тобто f(a+ay) = 0. Оскiльки y довiльне при цьому f(−1) 6= 0, ми одержимо суперечнiсть,
бо ∃y: a + ay = −1. Таким чином ∀x 6= 0 f(x) 6= 0, тому f(x2) 6= 0. Але тодi з рiвностi
f(x2)(f(x− 1)− (x− 1)) = 0 ми маємо, що f(x− 1) = x− 1 ∀x 6= 0 або f(x) = x ∀x 6= −1.
Оскiльки вiдомо ранiше, що f(−1) = −1 ми маємо, що другий розв’язок f(x) = x.

4. Маємо 10 гаманцiв з монетами. За один хiд дозволяється взяти 9 монет з 9 гаманцiв (по
однiй з кожного, при умовi, що у кожному з них є принаймнi одна монета) та перекласти
їх у деясятий гаманець. Або навпаки взяти 9 монет з одного з гаманцiв (при умовi, що
у ньому є принаймнi 9 монет) та перекласти їх по однiй у iншi 9 гаманцiв. Спочатку у
гаманцях було вiдповiдно 1, 2, 3, 4, 4, 5, 5, 11, 12 та 13 монет.

Чи можна пiсля скiнченної кiлькостi таких перкладань виявитись у кожному з гаманцiв
кiлкьiсть монет вiдмiнна вiд усiх iнших гаманцiв? (Припускається, що у гаманцi може
бути 0 монет).

Вiдповiдь: Нi, не може.

Розв’язання. Нехай xi(n) – кiлькiсть монет у i-му гаманцi пiсля n таких перекладань.
Легко зрозумiти, що пiсля кожного перекладання для кожних двох гаманцiв рiзниця кiль-
костi монет у цих гаманцях або не змiнюється або змiнюється на 10. У будь-якому випадку,
рiзниця монет у двох вибраних гаманцях пiсля кожного ходу має таку саме остачу при
дiлення на 10, як i до цього ходу. Це можна переписати таким чином:

xi(n)− xj(n) ≡ xi(0)− xj(0) (mod 10).

Спочатку ми маємо таку ситуацiю: x1(0) ≡ x8(0) ≡ 1 (mod 10), x2(0) ≡ x9(0) ≡ 2
(mod 10), x3(0) ≡ x10(0) ≡ 3 (mod 10), x4(0) ≡ x5(0) ≡ 4 (mod 10), x6(0) ≡ x7(0) ≡ 5
(mod 10). Якщо припустити, що пiсля деякої кiлькостi крокiв умова виконана i у кожно-
му гаманцi рiзна кiлькiсть монет, але тодi для кожного гаманця буде знайдений iнший
гаманець, кiлькiсть монет у якому вiдрiзняється на кiлькiсть монет, яка кратна 10. Таким
чином загальна кiлькiсть монет повинна бути не меншою вiд 0 + 10 + 1 + 11 + 2 + 12 +
3 + 13 + 4 + 14 = 70. Але спочатку кiлькiсть монет у гаманцях дорiвнює 60. Одержана
суперечнiсть завершує доведення.
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