
Ãåîìåòðiÿ ÷èñåë

Òåîðåìà 1 (Ìiíêîâñüêèé). Íåõàé îáìåæåíà òà îïóêëà ìíîæèíà C ⊆ Rd ñèìåòðè÷íà
âiäíîñíî 0 òà vol(C) > 2d. Òîäi C ìiñòèòü íåíóëüîâó öiëî÷èñåëüíó òî÷êó. Òîáòî

C ∩ Zd \ {0} 6= ∅.

Çàäà÷à 1. Íåõàé K � êðóã ç öåíòðîì â ïî÷àòêó êîîðäèíàò i ðàäióñîì 13 ì. Â êîæíié
öiëî÷èñåëüíié òî÷öi, îêðiì íóëÿ, ðîñòå äåðåâî äiàìåòðîì 0.16 ì. Âè çíàõîäèòåñÿ â öåíòði
êîëà. Äîâåäiòü, ùî âè íå çìîæåòå ïîáà÷èòè íi÷îãî ïîçà ëiñîì.

Çàäà÷à 2 (Òåîðåìà Äiðiõëå). Íåõàé α ∈ (0, 1) i N ∈ N. Òîäi iñíóþòü m,n ∈ N òàêi, ùî
n 6 N i ∣∣∣α−

m

n

∣∣∣ < 1

nN
.

Îçíà÷åííÿ 1. Ïîñëiäîâíiñòü Ôàðåÿ Fn ïîðÿäêó n ¹ çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü íåñêîðîòíèõ
ðàöiîíàëüíèõ äðîáiâ p

q
, äå p, q ∈ N i p < q 6 n. Íàïðèêëàä, F5 = 1
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Çàäà÷à 3. Íåõàé a
b
, c
d
� ïîñëiäîâíi ÷ëåíè äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi Ôàðåÿ. Òîäi bc− ad = 1.

Çàäà÷à 4 (Òåîðåìà Ôåðìà-Åéëåðà). Íåõàé p � ïðîñòå ÷èñëî âèäó 4k − 1. Òîäi iñíóþòü
a, b ∈ N òàêi, ùî p = a2 + b2.
1) Çãàäàéòå, ÷îìó −1 ¹ êâàäðàòè÷íèì ëèøêîì çà ìîäóëåì p.
2) Ðîçãëÿíüòå ìíîæèíó {(x1, x2) ∈ R2 : x21 + (tx1 + px2)

2 < 2p}, äå t2 ≡ −1 (mod p) òà
çíàéäiòü ¨¨ îá'¹ì.

Çàäà÷à 5 (Òåîðåìà Ëàãðàíæà). Áóäü-ÿêå n ∈ N ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi n = a2 + b2 +
c2 + d2, äå a, b, c, d ∈ Z.
1) Ïîêàæiòü, ùî (a2 + b2 + c2 + d2)(u2 + v2 +w2 + t2) = (au− bv− cw− dt)2 + (av+ bu+
+ct−dw)2+(aw−bt+cu+dv)2+(at+bw−cv+du)2. Òîìó òåîðåìó Ëàãðàíæà äîñòàòíüî
äîâåñòè ëèøå äëÿ ïðîñòèõ p > 2.
2) Ïîêàæiòü, ùî ÿêùî p � ïðîñòå, òî iñíóþòü a, b ∈ Z òàêi, ùî a2 + b2 + 1 ≡ 0 (mod p).
3) Ðîçãëÿíüòå ìíîæèíó {(x1, x2, x3, x4) : (px1+ax3+bx4)

2+(px2+bx3−ax4)
2+x23+x

2
4 < 2p}

òà çíàéäiòü ¨¨ îá'¹ì (õà-õà!).

Çàäà÷à 6. Íåõàé îáìåæåíà òà îïóêëà ìíîæèíà C ⊆ Rd ñèìåòðè÷íà âiäíîñíî 0 òà vol(C) >
k2d. Òîäi C ìiñòèòü ïðèíàéìíi 2k íåíóëüîâèõ öiëî÷èñåëüíõ òî÷îê.

Çàäà÷à 7. Ñåðåäèíà âiäðiçêà äîâæèíè 2λ çíàõîäèòüñÿ â ïî÷àòêó êîîðäèíàò R2. Äîâå-
äiòü, ùî iñíó¹ íåíóëüîâà öiëî÷èñåëüíà òî÷êà, âiäñòàíü âiä ÿêî¨ äî âiäðiçêà íå ïåðåâèùó¹
2(
√
λ2 + π− λ)/π.

Çàäà÷à 8. Íåõàé Ar � ìíîæèíà óñiõ êðóãiâ ðàäióñà r > 0 i ç öåíòðîì â óñiõ öiëî÷èñåëüíèõ
òî÷êàõ, âiäñòàíü âiä ÿêèõ äî 0 íå ïåðåâèùó¹ 50. Ïîêàæiòü, ùî ÿêùî r < 1/

√
2501, òî iñíó¹

ïðÿìà, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç 0 i íå ïåðåòèíà¹ Ar. ßêùî r = 1/50, òî òàêî¨ ïðÿìî¨ íå iñíó¹.


