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6-й Київський турнiр математичних боїв iменi Лесi Рубльової

Математичний бiй № 1
Старша лiга

Група А
Умови та розв’язки

1. На кожнiй з 6 граней куба проведено одну з двох дiагоналей. Нехай N – кiлькiсть
пар з проведених дiагоналей, якi мiстять спiльну вершину (кожна дiагональ роз-
глядається у кожнiй рiзнiй невпорядкованiй парi). Знайти найбiльше та найменше
можливi значення для N .
Вiдповiдь: максимум N = 12 та мiнiмум N = 4.
Розв’язання . На рис.1 та 2 наведенi приклади, коли N = 12 та N = 4. Пока-
жемо, що це шуканi екстремуми. Куб має 8 вершин, а дiагоналей проведено 6,
тому ми маємо 12 точок, якi є кiнцями проведених дiагоналей (кiнцевi точки). З
кожної вершини може виходити з проведених 0, 1, 2 чи 3 дiагоналi. Таким чином
для кожної вершини ми маємо у таких випадках 0, 0, 1 чи 3 рiзнi пари дiагоналей.
Припустимо, що можливий мiнiмум N ≤ 3. Якщо є вершина з 3 дiагоналями, то
з кожної iншої вершини повинна виходити максимум 1 дiагональ, тобто усього
кiнцевих точок для дiагоналей було б 1 · 3 + 7 · 1 = 10 < 12 – суперечнiсть. Таким
чином немає вершин, з яких виходить 3 дiагоналi i взагалi щонайбiльше 3 верши-
ни мають спiльнi дiагоналi. Тодi кiнцевих точок щонайбiльше 3·2+5·1 = 11 < 12,
що також неможливо. Таким чином доведено, що N ≥ 4.
Усього є C2

6 = 15 рiзних пар з цих 6 проведених дiагоналей. Але жоднi двi дiаго-
налi з протилежних граней не можуть перетинатись, тому максимальне можливе
значення для N = 12. Твердження доведене.

2. Числа 1, 2, ..., 20 записанi на дошцi. Боб може вибрати довiльнi два числа, якщо
вони вiдрiзняються принаймнi на 2, збiльшити менше з двох чисел на 1 та одноча-
сно бiльше з двох чисел зменшити на 1. Пiсля цього новi два числа записуються
на дошку замiсть обраних двох чисел. Яку найбiльшу кiлькiсть таких операцiй
може зробити Боб за такими правилами?
Вiдповiдь: 330 операцiй.
Розв’язання . Зрозумiло, що сума чисел не змiнюється внаслiдок подiбних опе-
рацiй, а тепер подивимось, як змiнюється сума квадратiв цих чисел. При виборi
чисел m > n, де m − n ≥ 2, вiн запише числа (m − 1) та (n + 1), при цьому
(m − 1)2 + (n + 1)2 = m2 + n2 + 2 − 2(m − n) ≤ m2 + n2 − 2. Рiвнiсть можлива
лише за умови, що числа вiдрiзняються рiвно на 2. Не можна бiльше зробити опе-
рацiю, якщо усi числа вiдрiзняються максимум на 1, тому повинно залишитись
наприкiнцi 10 чисел рiвних 10 та 10 чисел рiвних 11. Для початкової множи-
ни сума квадратiв складає 12 + 22 + . . . + 202 = 20·21·41

6 = 2870. Наприкiнцi –
10 ·
(
102 + 112

)
= 2210, таким чином максимальне можливе кiлькiсть перетворень

чисел 2870−2210
2 = 330.

Покажемо, що таку кiлькiсть операцiй дiйсно можна зробити:
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1 група перетворень: (1, 3)
(2,2)−→ (2, 4)

(3,3)−→ (3, 5)
(4,4)−→ . . .

(17,17)−→ (17, 19)
(18,18)−→

(18, 20)
(19,19)−→ (18 операцiй) при цьому ми одержали таку групу чисел: (2, 2, 3, 4, 5,

. . . , 17, 18, 19, 19).

2 група перетворень: (2, 4)
(3,3)−→ (3, 5)

(4,4)−→ (4, 6)
(5,5)−→ . . .

(16,16)−→ (16, 18)
(17,17)−→

(17, 19)
(18,18)−→ (16 операцiй) при цьому ми одержали таку групу чисел: (2, 3, 3, 4, 5,

. . . , 17, 18, 18, 19).

3 група перетворень: (2, 4)
(3,3)−→ (3, 5)

(4,4)−→ (4, 6)
(5,5)−→ . . .

(16,16)−→ (16, 18)
(17,17)−→

(17, 19)
(18,18)−→ (16 операцiй) при цьому ми одержали таку групу чисел: (3, 3, 3, 4, 5,

. . . , 17, 18, 18, 18).

4 група перетворень: (3, 5)
(4,4)−→ (4, 6)

(5,5)−→ (5, 7)
(6,6)−→ . . .

(15,15)−→ (15, 17)
(16,16)−→

(16, 18)
(17,17)−→ (17, 19)

(18,18)−→ (14 операцiй) при цьому ми одержали таку групу
чисел: (3, 3, 4, 4, 5, . . . , 17, 17, 18, 18).

5, 6 групи перетворень: (3, 5)
(4,4)−→ (4, 6)

(5,5)−→ (5, 7)
(6,6)−→ . . .

(15,15)−→ (15, 17)
(16,16)−→

(16, 18)
(17,17)−→ (17, 19)

(18,18)−→ (по 14 операцiй) при цьому ми одержали таку групу
чисел: (4, 4, 4, 4, 5, . . . , 17, 17, 17, 17).

Як неважко зрозумiти цей процес можна продовжити i одержимо, що загалом
буде така кiлькiсть операцiй: 18 · 1 + 16 · 2 + 14 · 3 + . . .+ 2 · 9 = 330, що й треба
було довести.

3. Натуральнi числа a, b, c такi, що числа bc
b+c ,

ac
a+c ,

ab
a+b також цiлi. Довести, що

(a, b, c) > 1 (НСД трьох чисел).

Розв’язання . З умов задачi випливає, що цiлими є також число a − ab
a+b = a2

a+b .
Аналогiчно цiлими є й число a2

a+c . Таким чином обидва числа (a + b) та (a + c)
дiлять число a2, тому [a+ b, a+ c] ≤ a2 (НСК). Але з вiдомої формули (a+ b, a+

c)[a+ b, a+ c] = (a+ b)(a+ c) > a2 випливає, що (a+b)(a+c)
[a+b,a+c] > 1. Таким чином iснує

простий дiльник p, який дiлить i a + b i a + c. Але (a + b)|a2 ⇒ p|a, але тодi p|b
та p|c, ⇒ p|(a, b, c) що й треба було довести.

4. Легко навести приклад трьох рiзних натуральних чисел сума кубiв яких дорiвнює
кубу натурального числа. Чи iснують 2009 попарно рiзних натуральних чисел
a1, a2, ..., a2009 та натуральне число b такi, що a3

1 + a3
2 + ...+ a3

2009 = b3?

Вiдповiдь: так.

Розв’язання . Почнемо з прикладiв трьох чисел: 13 + 63 + 83 = 93. Помножи-
мо цю рiвнiсть на 93:

(
13 + 63 + 83

)
· 93 = 93 · 93 ⇔

(
93 + 543 + 723 = 813

)
, звiд-

ки одержимо, що
(
13 + 63 + 83 + 543 + 723 = 813

)
– куб подано у виглядi суми

п’яти рiзних кубiв натуральних чисел. Далi аналогiчно, знову помножимо цю
рiвнiсть на 93 i аналогiчним чином одержимо вже подання через суму 7 ку-
бiв рiзних натуральних чисел:

(
13 + 63 + 83 + 543 + 723 = 813

)
· 93 = 813 · 93 ⇔

93 + 543 + 723 + 4863 + 6483 = 7293 або 13 + 63 + 83 + 543 + 723 + 4863 + 6483 = 7293
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i так далi, кожного разу додається по 2 доданки, при цьому усi вони рiзнi за
побудовою.

5. Нехай fk (x) = 1
k

(
sink x+ cosk x

)
. Знайдiть усi натуральнi числа m та n, m 6= n,

такi, що функцiя fm (x)− fn (x) є сталою.

Вiдповiдь: (4; 6) та (6; 4).

Розв’язання . Нехай m < n i fm(x) − fn(x) = c для всiх x ∈ R. Покладемо в
останнiй рiвностi x = 0 та x = π, що дає 1

m −
1
n = c та (−1)m

m − (−1)n

n = c, звiдки
знаходимо, що обидва числаm та n мають бути парними. Нехайm = 2p та n = 2q.
Пiдставимо у рiвняння x = π

4 та отримаємо

1

2p
− 1

2q
= c =

1

p2p
− 1

q2q
. (1)

Якщо p = 1, то з (1) знаходимо q = 1. Тодi m = n = 2, що протиричiть m 6= n.
Тобто p ≥ 2 i (1) можна переписати як q2q(2p− 2) = p2p(2q − 2). Нехай q = p+ k,
де k > 0. Тодi

k2k(2p − 2) = (2k+1 − 2)p. (2)

Так як k · 2k ≥ 2k+1 − 2, то має виконуватись p ≥ 2p − 2. Але при p ≥ 3 має
мiсце 2p − 2 > p, отже залишається розглянути єдиний випадок p = 2. Тодi з (2)
випливає k2k = 2k+1 − 2, тобто k = 1. Отже q = 3 i знаходимо єдину можливу
пару m = 4 та n = 6.

Залишилось перевiрити, що ця пара пiдходить. Дiйсно, маємо

f4(x) =
sin4 x+ cos4 x

4
=

1

4
− sin2 x cos2 x

2
,

f6(x) =
sin6 x+ cos6 x

6
=

(sin2 x+ cos2 x)(sin4 x− sin2 x cos2 x+ cos4x)

6
=

=
1

6
− sin2 x cos2 x

2
,

отже f4(x)− f6(x) = 1
12 .

6. Нехай натуральне n ≥ 3, дiйснi числа a1, a2, ..., an задовольняють умову

min
1≤i<j≤n

|ai − aj| = 1. Знайти найменше можливе значення суми
n∑
k=1
|ak|3.

Вiдповiдь: 1
32(n2 − 1)2 для непарного n, та 1

32n
2(n2 − 2) для парного n.

Розв’язання . Без обмеження загальностi вважаємо, що a1 < a2 < . . . < an.
Бачимо, що ∀k = 1, n |ak|+ |am−k+1| ≥ |am−k+1 − ak| ≥ |n+ 1− 2k|. Тодi

n∑
k=1

|ak|3 =
1

2

n∑
k=1

(
|ak|3 + |an+1−k|3

)
=
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=
1

2

n∑
k=1

(|ak|+ |an+1−k|)
(

3

4
(|ak| − |an+1−k|)2 +

1

4
(|ak|+ |an+1−k|)2

)
≥

≥ 1

8

n∑
k=1

(|ak|+ |an+1−k|)3 ≥ 1

8

n∑
k=1

|n+ 1− 2k|3

.

Якщо n – непарне, то
n∑
k=1
|n+ 1− 2k|3 = 2 · 23 ·

n−1
2∑
i=1

i3 = 1
4(n2 − 1)2.

Якщо n – парне, то
n∑
k=1
|n + 1 − 2k|3 = 2 ·

n
2∑
i=1

(2i − 1)3 = 2

(
n∑
j=1

j3 −
n
2∑

j=1
(2j)3

)
=

1
4n

2(n2 − 2).

Таким чином
n∑
k=1
|ak|3 ≥ 1

32(n2 − 1)2 для непарного n, та
n∑
k=1
|ak|3 ≥ 1

32n
2(n2 − 2)

для парного n.

Рiвнiсть досягається, коли ai = i− 1
2(n+ 1), i = 1, n .

7. У рiвнобедреному трикутнику ABC з вершиною A вписане коло з центром у точцi
I дотикається до сторiн BC, CA, AB у точках D, E, F вiдповiдно. На дузi ∪EF ,
що не мiстить точку D вибрана точка P . Пряма BP перетинає вписане коло у
точцi Q 6= Q, а прямi EP, EQ перетинають пряму BC у точкахM, N вiдповiдно.
довести, що:

а) P, F,B,M – циклiчнi;

б) EM
EN = BD

BP .

Розв’язання . а) Цей пункт випливає з таких умов: EF ‖ BC ⇒ ∠ABC =
∠AFE = ∠AFP + ∠PFE = ∠PEF + ∠PFE = 180◦ − ∠FPE (рис.3) звiдки усi
й випливає.

б) З теореми синусiв та пункту а) задачi, маємо: EMEN = sin ∠ENM
sin ∠ENM = sin ∠FEN

sin(180◦−∠PFB) =
sin ∠FPB
sin ∠PFB = BF

BP , оскiльки BF = BD маємо шукане.

8. У трикутнику ABC проведенi медiана AM та бiсектриса BK, L = AM ∩ BK.
Вiдомi двi сторони триктуника AB = c > BC = a. Знаючи, що центр описаного
кола навколо ∆ABC лежить на прямiй CL, знайти довжину AC.

Вiдповiдь: b2 = 1
2

(
a2 + c2 − ac+

√
(a2 + c2 − ac)2 + 4ac(a2 − c2)

)
.

Розв’язання . Позначимо кути ∠A = α, ∠B = β, O – центр описаного кола, тодi
∠LCB = 90◦−α, ∠LCA = 90◦−β. Нехай ∠CAM = x, ∠BAM = y, скористаємось
теоремою синусiв: CMAC = sinx

sin ∠AMC ,
BM
AB = sin y

sin ∠AMB ⇒
c
b = AB

AC = sinx
sin y тодi з теореми

Чеви у синусах для прямих CO, AM та BK: sinx
sin y ·

sin 1
2β

sin 1
2β
· sin(90◦−α)

sin(90◦−β) ⇒
c
b = cosβ

cosα .
З теореми косинусiв для ∆ABC ми запишемо cosα та cos β через сторони a, b, c,
пiдставимо цi вирази у останню рiвнiсть i одержимо бiквадратне рiвняння для
знаходження шуканої довжини сторони AC = b: b4−b2(a2+c2−ac)−ac(a2−c2) =
0, звiдки й одержимо вiдповiдь.



5

Старша лiга
Група Б

Умови та розв’язки

1. Чи можливо розфарбувати клiтинки дошки розмiром n×n у 2 кольори таким чи-
ном, щоб будь-якi 4 клiтини, що стоять на перетинi довiльних 2 рiзних стовпчикiв
та 2 рiзних рядкiв, не були пофарбованi в один колiр, якщо

а) n = 4;

б) n = 5?

Вiдповiдь: а) можна; б) нi.

Розв’язання . а) Одне з можливих розфарбувань наведено на рис.5.

б) Припустимо, що iснує потрiбне розфарбування. Серед п’яти клiтин першого
рядку принаймнi три пофарбовано в один колiр, нехай – у чорний (рис.6). Розгля-
немо лише частину таблицi з трьох стовпчикiв, перша клiтинка яких пофарбована
у чорний колiр.

Серед трьох полiв у одному рядку нiякi 2 не можуть бути пофарбованi у чорний
колiр (iнакше з’являться 4 чорних клiтини на перетинi 2 рядкiв та 2 стовпчикiв).
Отже, принаймнi 2 клiтини з 3 у кожному рядку пофарбовано у бiлий колiр. Але
iснує максимум 3 рiзних розташування 2 бiлих клiтин (вони вiдмiченi на рис.7
жовтим). Так як усього рядкiв 4, то в деяких двох рядках позицiя пар бiлих
клiтинок має спiвпасти, тобто знову отримуються 4 бiлих клiтини на перетинi 2
рядкiв та 2 стовпчикiв. Приходимо до протирiччя.

2. Маємо 6 червоних та по 3 синiх i жовтих куль. Усi однокольоровi кулi абсолютно
однаковi. Скiлькома способами цi кулi можна розташувати у одну лiнiю таким
чином, щоб кулi одного кольору не стояли поруч?

Вiдповiдь: 100.

Розв’язання . Є 6 червоних та 6 нечервоних куль. У першому варiантi, коли мiж
кожними двома червоними повинна лежати одна нечервона куля. У такому ви-
падку для жовтих i синiх куль можливе будь-яке розташування. Якщо найлiвiша
куля червона, то далi маємо C3

6 = 20 варiантiв. Аналогiчно, якщо най правiша
куля червона. Таким чином маємо 40 варiантiв.

У iншому випадку, коли двi нечеровнi кулi розташованi поруч, то розташування
червоних куль однозначне. Лiва та права кулi – червонi, далi спочатку вибираємо
5 варiантiв для розташування пари нечеровних, там вони ще 2 способами можуть
бути розташованi всерединi цiєї пари. Далi з решти чотирьох мiсць вибираємо
C2

4 = 6 для жовтих. Загалом маємо 60 варiантiв.

Таким чином разом маємо 100 варiантiв.

3. Нехай x, y, z – цiлi числа, що задовольняють рiвнiсть:

yx2 + (y2 − z2)x+ y(y − z)2 = 0.
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а) Довести, що число xy є повним квадратом.

б) Довести, що iснує нескiнченно багато трiйок (x, y, z), якi задовольняють цю
рiвнiсть.

Розв’язання . а) Це очевидно, якщо x = y. Припустимо, що x 6= y. Перепишемо
це рiвняння як квадратне вiдносно змiнної z: (y−x)z2−2y2z+y(y2+x2+xy) = 0
⇒ його дискримiнант D = xy · (2x)2, звiдки все й випливає.

б) Достатньо показати, що ∀a, b ∈ Z трiйка чисел x = a2(a + b), y = b2(a + b) та
z = (a2 + ab+ b2)b задовольняє задане рiвняння.

4. Задача № 4 старшої лiги групи А.

5. Задача № 5 старшої лiги групи А.

6. Для довiльних додатних a, b, c довести нерiвнiсть:

1

(a+ b)b
+

1

(b+ c)c
+

1

(c+ a)a
≥ 9

2(ab+ bc+ ca)
.

Розв’язання . 1
(a+b)b + 1

(b+c)c + 1
(c+a)a ≥

3
3
√

(a+b)b(b+c)c(c+a)a
= 3

3
√

((a+b)c)((b+c)a)((c+a)b)
≥

≥ 3
(a+b)c+)b+c)a+(c+a)b

3

= 9
2(ab+bc+ca) , що й треба було довести.

7. Нехай ABC – рiвнобедрений трикутник з вершиною в точцi C, A′ – основа висоти,
що проведена з вершини A. Довести, що якщо CA′ = 1

2AB, то трикутник ABC –
рiвностороннiй.

Розв’язання . Проведемо як на рисунку висоту AC ′, тодi AC ′ = C ′B = 1
2AB =

CA′. Тодi трикутники ABA′ та CBC ′ правильнi та подiбнi (рис.8). Тому можемо
записати вiдношення: AB

BA′ = CB
BC ′ . Нехай AB = c, TBA′ = x, тодi маємо таке

рiвняння: c
x =

c
2+x

c
2
⇒ 2x2 + cx− x2 = 0 ⇒ x = 1

2c, тому BC = AC = AB = c, що
й треба було довести.

8. Задача № 8 старшої лiги групи А.

Середня лiга
Група А

Умови та розв’язки

1. Задача № 1 старшої лiги групи Б.

2. Задача № 2 старшої лiги групи A.

3. Задача № 3 старшої лiги групи Б.

4. Задача № 4 старшої лiги групи Б.
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5. Операцiя ∗ на R визначається такими умовами:

1) ∀a, b ∈ R iснує єдине x ∈ R: x ∗ a = b (будемо записувати x = b/a);

2) ∀a, b, c ∈ R виконується рiвнiсть (a ∗ b) ∗ c = (a ∗ c) ∗ (b ∗ c).
а) Чи обов’язково виконується рiвнiсть a ∗ b = b ∗ a ∀a, b ∈ R?

б) Довести, що ∀a, b, c ∈ R справджуються рiвностi: (a/b)/c = (a/c)/(b/c) та
(a/b) ∗ c = (a ∗ c)/(b ∗ c).
Вiдповiдь: а) не обов’язково.

Розв’язання . а) В якостi прикладу розглянемо таку операцiю: a∗b = a ∀a, b ∈ R.

б) З умов задачi, якщо позначити x ∗ b = a ⇔ x = a/b, звiдси стає зрозумiлим,
що виконується рiвнiсть (a/b) ∗ b = a.

Тодi ми маємо: (a/b) ∗ c = (a ∗ c)/(b ∗ c) ⇔ ((a/b) ∗ c) ∗ (b ∗ c) = (a ∗ c) але ж
((a/b) ∗ c) ∗ (b ∗ c) = ((a/b) ∗ b) ∗ c)(a ∗ c), тобто друга рiвнiсть доведена.

Для доведення першої рiвностi визначимо k = a/b, l = k/c, m = a/c, n = b/c,
тодi за умовою k ∗ b = a, l ∗ c = a, m ∗ c = a, n ∗ c = b. Тодi m ∗ c = a = k ∗ b =
(l ∗ c) ∗ (m ∗ c) = (l ∗ n) ∗ c, тобто (l ∗ n) ∗ c = m ∗ c = a ⇒ l ∗m = n = a/c ⇒
l = m/n або (a/b)/c = (a/c)/(b/c), що й треба було довести.

6. Задача № 6 старшої лiги групи Б.

7. Задача № 7 старшої лiги групи A.

8. Задача № 8 старшої лiги групи A.

Середня лiга
Група Б

Умови та розв’язки

1. Задача № 1 старшої лiги групи Б.

2. Задача № 2 старшої лiги групи Б.

3. Задача № 4 старшої лiги групи Б.

4. Знайти найменше трицифрове число, яке має таку властивiсть: число, яке утричi
бiльше за цього має лише парнi цифри у своєму десятковому запису

Вiдповiдь: 134.

Розв’язання . Позначимо шукане число через abc, тодi число, що мiстить усi
парнi цифри має вигляд: 3 · abc = (3a) · 100 + (3b) · 10 + 3c. Найменше можливе
значення для a = 1, тому для парностi першої цифри необхiдно мати умову (3b) ·
10 + 3c ≥ 100, звiдки маємо 10b+ c ≥ 100

3 , тобто 10b+ c ≥ 34 i число 134 як раз i
задовольняє шукану умову.
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5. Знайти чисельне значення виразу f 4
n+2− fnfn+1fn+3fn+4, якщо (fn) – це послiдов-

нiсть Фiбоначчi, тобто f1 = f2 = 1, fn+2 = fn+1 + fn, ∀n ∈ N.

Вiдповiдь: 1.

Розв’язання . Є вiдома тотожнiсть Кассiнi: fn+1fn+3 = (−1)n+2 + f 2
n+2. Оскiль-

ки fnfn+4 = (fn+2 − fn+1) (fn+2 + fn+3) = f 2
n+2 + (fn+3 − fn+1) fn+2 − fn+1fn+3 =

2f 2
n+2−fn+1fn+3 = = f 2

n+2−(−1)n+2, то f 4
n+2−fnfn+1fn+3fn+4 = f 4

n+2−(fn+1fn+3) (fnfn+4) =

= f 4
n+2 −

(
f 2
n+2 + (−1)n+2

)(
f 2
n+2 − (−1)n+2

)
= (−1)2n+4 = 1.

6. Для додатних чисел x, y довести нерiвнiсть: x4 + y3 + x2 + y + 1 > 9
2xy.

Розв’язання . Зробимо послiдовно такi перетворення: x4 + y3 + x2 + y + 1 ≥
(x4 + 1) + (y3 + y) + x2 ≥ 3x2 + 2y2 ≥ 2

√
6xy > 9

2xy.

7. Задача № 7 старшої лiги групи Б.

8. Нехай D така точка на сторонi AB гострокутного трикутника ABC, що трику-
тник BCD також гострокутний. Позначимо ортоцентр ∆BCD через H. Довести,
що якщо точки A,D,H,C циклiчнi, то ∆ABC рiвнобедрений.

Розв’язання . Проведемо як на рис.9 висоти CE таDF у4BCD. Їх перетин – це
точка H. Нехай ∠BAC = α. Якщо точки A,D,H,C циклiчнi, то ∠DHC = π−α,
тодi ∠DHE = α, як сумiжний кут з T∠DHC. Тодi з 4DHE ∠HDB = 1

2π− α, i
з 4DFB ∠ABC = α, що й треба було довести.

Молодша лiга
Група А

Умови та розв’язки

1. Задача № 1 старшої лiги групи Б.

2. Задача № 2 старшої лiги групи Б.

3. Задача № 4 старшої лiги групи Б.

4. Заданi натуральнi числа a1, a2, ..., an, припустимо що для деякого натурального
числа k < n справджується умова: якщо вибрати будь-якi k серед заданих n
чисел, то їх сума дiлиться на n. Довести тодi, що й сума a1 + a2 + ... + an також
дiлиться на n.

Розв’язання . Для k = 1 доведення очевидне, кожне число дiлиться на n. Нехай
тепер 1 < k < n. Розглянемо два рiзних елементи ai, aj, тепер серед решти еле-
ментiв {a1, a2, . . . , an}\{ai, aj} виберемо довiльну пiдмножину S, яка складається
з (k−1) елементу. Тодi розглянемо два набори, що мiстять по k елементiв: S∪{ai}
та S ∪ {aj}. Сума членiв кожного з цих наборiв кратна n, тому i їх рiзниця так
само кратна n, тобто (ai− aj)

...n для довiльних ai, aj, тобто ai ≡ a (mod n), тому
a1 + a2 + . . .+ an ≡ na ≡ 0 (mod n), що й треба було довести.



9

5. Якщо a – парне натуральне число та число A = an+an−1 + ...+a+1 при деякому
n ∈ N є повним квадратом. Довести, що a ... 8.

Розв’язання . Оскiльки A – непарне, то воно може бути квадратом лише непар-
ного числа, тому A = (2k+ 1)2 = 4k(k+ 1) + 1, оскiльки k(k+ 1)

... 2, то A = 8r+ 1
⇒ A−1 = an+an−1 + . . .+a = 8r, але це означає, що 8 | a(an−1 +an−2 + . . .+a+1),
але число (an−1 +an−2 + . . .+a+1) – непарне, тому 8 | a, що й треба було довести.

6. Вiдомо, що для цiлих a, b число a2 + 2b є повним квадратом. Довести, що число
a2 + b є сумою двох квадратiв.

Розв’язання . Нехай a2+2b = m2, тодi b = m2−a2

2 ⇒ числаm та a мають однакову
парнiсть, тому a2 + b = a2 + m2−a2

2 = m2+a2

2 =
(
m+a

2

)2
+
(
m−a

2

)2 – сума квадратiв
двох цiлих чисел.

7. Задача № 8 старшої лiги групи Б.

8. Чи iснує опуклий п’ятикутник A1A2A3A4A5 та точка X всерединi цього п’ятику-
тника така, що виконуються умови: XAi = Ai+2Ai+3 ∀i = 1, 5 (iндекси розгляда-
ються за модулем 5).

Вiдповiдь: так, iснують.

Розв’язання . Побудуємо квадрат A1A2A3A4, всерединi цього квадрату виберемо
точку X таким чином, щоб ∆A1XA4 був рiвностороннiм, i нехай точка A5 зовнi
квадрату така, що 4A2A3X = 4A1A4A5 з повною вiдповiднiстю вершин одна
iншiй (рис.10). Простою перевiркою переконуємось, що побудований п’ятикутник
шуканий.

Молодша лiга
Група Б

Умови та розв’язки

1. Задача № 1 старшої лiги групи Б.

2. Два пiрати дiлять купу дiамантiв загальною вагою S, вiдомо, що найбiльший з
дiамантiв важить M . Вони дiлять усю купу на двi меншi купки вагою S1 та S2,
де S1 ≤ S2, а потiм жеребом вирiшать, кому яка дiстанеться. Доведiть, що:

а) S1 ≤ S −M ;

б) пiрати можуть таким чином подiлити купу, щоб S1 ≥ 1
2(S −M).

Розв’язання . а) Зрозумiло, що S2 ≥ M . Дiйсно, якщо M ∈ S2, то це очевидно,
якщо ж M ∈ S1, то S2 ≥ S1 ≥ M . Тому S = S2 + S1 ≥ M + S1, що й треба було
довести.

б) Для усiх можливих розбиттiв на двi купки, що вiдповiдають умовам, виберемо
таке, для якого величина меншою суми найбiльша. Нехай це S0

1 . Припустимо, що
умова задачi не виконується, тобто S0

1 <
1
2(S −M). Виберемо довiльний дiамант

вагою a з купки S0
2 = S−S0

1 . Нехай S1
1 = S0

1 +a, S1
2 = S0

2−a. Оскiльки S1
1 > S0

1 , то
за побудовою S0

1 випливає, що S1
2 ≤ S1

1 , а також S1
2 ≤ S0

1 тодi з нашого припущення
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маємо: S = S1
1+S2

1 = S0
1+a+S1

2 ≤ 2S0
1+a < S−M+a ≤ S i одержана суперечнiсть

завершує доведення.

3. Задача № 4 середньої лiги групи Б.

4. Задача № 4 молодшої лiги групи А.

5. Задача № 5 молодшої лiги групи А.

6. Задача № 6 молодшої лiги групи А.

7. Задача № 8 середньої лiги групи Б.

8. Задача № 8 молодшої лiги групи А.


