
Вiдбiр мiста Києва на Всеукраїнську олiмпiаду 2010-2011 рр

II тур

Умови та розв’язки по усiх класах

8 клас

1. Дiйснi числа a, b, c задовольняють умову:

a2 + b2 − c2

2ab
+
a2 + c2 − b2

2ac
+
c2 + b2 − a2

2cb
= 1.

Чому дорiвнює значення виразу∣∣∣∣a2 + b2 − c2

2ab

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣a2 + c2 − b2

2ac

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣c2 + b2 − a2

2cb

∣∣∣∣?
Вiдповiдь: 3.
Розв’язання. Перенесемо усi доданки заданої рiвностi (очевидно, що abc 6= 0), зве-

демо до спiльного знаменника i чисельник буде задовольняти умову:

a2c+ b2c− c3 + a2b+ c2b− b3 + c2a+ b2a− a3 − 2abc = 0. (1)

Розглянемо вираз:
(a+ b− c)(a+ c− b)(b+ c− a), (2),

якщо розкрити усi дужки та звести подiбнi, то ми одержимо лiву частину рiвностi (1).
Таким чином з умов задачi випливає, що один з множникiв виразу (2) повинен дорiвнювати
0. Без обмеження загальностi розгляду будемо вважати, що c = a+b. Тодi перший доданок
у виразi, який необхiдно знайти, дорiвнює −1, а два iншi – +1. Таким чином, по модулю
кожний з доданкiв дорiвнює 1, i звiдси маємл наведену вiдповiдь.

2. У прямокутнику ABCD зi сторонами AB > BC серединний перпендикуляр до
дiагоналi AC перетинає сторону DC у точцi E. Коло з центром у точцi E та радiусом AE
перетинає вiдрiзок AB вдруге у точцi F . Точка G – основа перпендикуляра, що опущений
з точки C на вiдрiзок EF . Доведiть, що точка G лежить на дiагоналi BD.
Розв’язання. Позначимо ∠FAE = ∠EFA = ∠AED =

∠FEC = α. За побудовою AE = EC, тому побудоване
коло з центром у точцi E та радiусом AE проходить че-
рез точки A,F,C (Рис.1). Але тодi прямокутнi трикутники
ADE та ECG рiвнi за рiвними гiпотенузами та кутами, тому
ED = EG, CG = AD = BC. Таким чином триктуник DEG
– рiвнобедрений, тому ∠EGD = π−∠DEG

2
= ∠GEC

2
= α

2
.

Так само рiвнi прямокутнi трикутники CFB та CFG за рiв-
ною гiпотенузою та катетом. Тобто трикутник GFB також
рiвнобедрений, звiдки ∠FGB = α

2
.

Таким чином ∠FGB = ∠EGD, звiдки випливає, що точки
B,G,D лежать на однiй прямiй.

3. Чи iснують числа x1, x2, . . . , x2009, значення кожного з яких дорiвнюють ±1, для
яких виконується рiвнiсть:

x1x2 + x2x3 + . . .+ x2008x2009 + x2009x1 = 999?

Вiдповiдь: Не iснують.
Розв’язання. Припустимо, що такi числа iснують, тодi нехай серед добуткiв

x1x2, x2x3, . . . , x2008x2009, x2009x1 рiвно a дорiвнюють +1 та рiвно b дорiвнюють −1. Тодi
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числа a, b задовольняють умови: a + b = 2009 та a − b = 999. Звiдси a = 1504, b = 505.
Оскiльки

1 = (x1x2x3 . . . x2009)
2 = (x1x2)(x2x3) . . . (x2008x2009)(x2009x1) = 11504(−1)505 = −1.

Одержана суперечнiсть завершує доведення.

4. Розглянемо усi натуральнi пятицифровi числа, якi не дiляться на 10. Назвемо таке
число палiндромiчним добутком, якщо воно задовольняє такi двi умови:

1) саме число є палiндромом, тобто його природний запис та число, що записане тими
самими цифрами у зворотному порядку, збiгаються;

2) це число є добутком двох натуральних множникiв, таких, що якщо цифри першого
множника записати у зворотному порядку, то вийде число, яке дорiвнює другому мно-
жнику.

Наприклад, 20502 = 102 · 201 є палiндромiчним добутком. Знайдiть усi п’ятицифровi
палiндромiчнi добутки.

Вiдповiдь: 10201, 12321, 14641, 20502, 23632, 26962, 40804 та 44944.
Розв’язання. Множники з другої умови мають однакову кiлькiсть цифр, оскiльки

жодне з них не закiнчується нулем. Вони не можуть мати по 4 та по 2 цифри, таким чином
можемо шуканi двоцифровi числа позначити abc та cba. Розглянемо добуток

abc · cba = 10000ac+ 1000b(a+ c) + 100(a2 + b2 + c2) + 10b(a+ c) + ac.

Mаємо такi умови, яким повиннi задовольняти цифри a, b, c.
ac ≤ 9.
b(a+ c) ≤ 9, бо iнакше перша цифра бiльша за ac, i тому вiдмiнна вiд останньої цифри.
a2 + b2 + c2 ≤ 9 з аналогiчних мiркувань.
Далi бачимо такi можливi значення для цифр: b2 = 9 − a2 − c2 ≤ 7, тому 0 ≤ b ≤ 2.

Аналогiчно 1 ≤ a, c ≤ 2, звiдки залишається перебрати лише такi числа: 101, 102, 111, 112,
121, 122, 202, 212. Звiдси й маємо шуканi 8 вiдповiдей: 10201, 12321, 14641, 20502, 23632,
26962, 40804 та 44944.

9 клас

1. Задача 8-1.

2. Задача 8-2.

3. Знайти всi натуральнi n, для яких ми можемо пофарбувати всi сторони та дiаго-
налi опуклого n-кутника в один iз заданих n кольорiв (вiдрiзок фарбується повнiстю в
один колiр) таким чином, що справджується така умова: для кожних трьох кольорiв iснує
трикутник з вершинами серед вершин багатокутника, сторони якого пофарбованi в цi
кольори.

Вiдповiдь: n > 1 та непарне.
Розв’язання. Усього ми маємо можливiсть вибрати C3

n варiантiв трьох кольорiв, а
також вершин серед трьох. Тобто, для виконання умови задачi треба, щоб усi трикутники
були пофарбованi рiзним чином, тобто мiж цими трiйками повинна iснувати бiєкцiя. Звiдси
випливає, що жоднi два вiдрiзки одного кольору не мають спiльної вершини. Для кожного
кольору iснує рiвно C2

n−1 трикутникiв, одна сторона якого має цей колiр. Звiдси iснує рiвно
n−1

2
лiнiй одного кольору. Таким чином n – непарне.
Побудуємо приклад розфарбування для непарного n. Без обмеження загальностi мо-

жемо вважати, що багатокутник правильний. Спочатку пофарбуємо усi його сторони у n
рiзних кольорiв. Далi фарбуємо усi дiагоналi цього багатокутника вiдповiдно до кольору
тiєї сторони, якiй ця дiагональ паралельна (на рис. приклад для n = 7).

Покажемо, що немає двох трикутникiв, розфарбованих однаково. Якщо припустити,
що iснує два трикутники з однаковим розфарбуванням сторiн. Тодi у цих трикутникiв
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паралельнi сторони, але вони вписанi в одне коло, тому вони повиннi бути рiвними, але
це суперечить розфарбуванню, бо кожного кольору усi вiдрiзки рiзної довжини. Це й
завершує доведення.

4. Натуральнi числа x, y задовольняють умову 3x2+x = 4y2+y.
Доведiть, що вираз x− y є квадратом цiлого числа.
Розв’язання. Перепишемо задану рiвнiсть у такому виглядi:

(x−y)(3x+3y+1) = y2. Припустимо, що x−y не точний квадрат,
тому є просте число p, яке дiлить x − y у непарному степенi.
Оскiльки у правiй частинi стоїть y2 – точний квадрат цiлого
числа, то p дiлить праву частину у парному додатному степенi,
звiдси p повинно дiлити й 3x+3y+1 i також в непарному степенi.
Але тодi маємо, що y

... p та x−y ... p⇒ x
... p⇒ 3x+3y+1 не може

дiлитись на p – одержана суперечнiсть завершує доведення.

10 клас

1. Знайти хоча б один многочлен f(x) 6≡ 0 iз найменшим можливим степенем такий,
що в парi з деяким iншим многочленом g(x) 6≡ 0 задовольняє для всiх x спiввiдношення:
f(x3) + g(x) = f(x) + x5g(x).

Вiдповiдь: f(x) = ax4 + ax3 + ax2 + ax+ b, a 6= 0.
Розв’язання. Очевидно, що стала функцiя f не може бути розв’язком задачi.
Будемо шукати такий полiном f(x) степеня не бiльше 4. Перепишемо рiвняння у ви-

глядi f(x3)− f(x) = (x5 − 1)g(x). Тобто (f(x3)− f(x))
... (x5 − 1). Подамо шуканий полiном

у виглядi f(x) = a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x+ a0, тодi

f(x3)− f(x) = a4(x
12 − x4) + a3(x

9 − x3) + a2(x
6 − x2) + a1(x

3 − x).

Якщо подiлити (x12−x4), (x9−x3), (x6−x2) на (x5−1) ми одержимо остачi (x2−x4), (x4−x3),
(x−x2) вiдповiдно. таким чином при дiленнi (f(x3)−f(x)) на (x5−1) ми одержимо остачу
(−a4 + a3)x

4 + (−a3 + a1)x
3 + (a4 − a2)x

2 + (a2 − a1)x. Оскiльки повинна бути подiльнiсть,
то останнiй многочлен повинен бути тотожнiм нулем, тобто виконуються рiвностi:

−a4 + a3 = −a3 + a1 = a4 − a2 = a2 − a1 = 0.

Звiдси маємо шукану вiдповiдь. Якщо це пiдставити у вихiдну рiвнiсть, то легко знайти
вигляд полiнома g(x) = ax7 + ax4 + ax2 + ax. З умови нерiвностi многочленiв тотожнiм
нулям випливає умова a 6= 0 та b – довiльне. З розв’язання зрозумiло, що це найменша
можливий степiнь полiнома f(x), бо iнакше ми б знайшли розв’язок меншого степеня.

2. Бiсектриси кутiв A,B та C трикутника ABC перетинають описане навколо цього
трикутника коло S1(O,R) у точках A2, B2, C2 вiдповiдно. Дотичнi до кола S1 у точках
A2, B2, C2 перетинаються мiж собою в точках A3, B3, C3 (точки A i A3 лежать по один бiк
вiд прямоїBC, аналогiчно для iнших точок). Нехай вписане у трикутникABC коло S2(I, r)
дотикається до його сторiн у точках A1, B1, C1 вiдповiдно (точка A1 ∈ BC, аналогiчно для
iнших точок). Довести, що прямi A1A2, B1B2, C1C2, AA3, BB3, CC3 перетинаються в однiй
точцi.

Розв’язання. Добре вiдомо, що IA ⊥ B1C1, IB ⊥ C1A1, IC ⊥ A1B1, а точки A2, B2, C2

є серединами вiдповiдних дуг. Позначимо кути ∠x = 1
2
∠C, ∠y = 1

2
∠A, ∠z = 1

2
∠B, тодi

неважко побачити, що IA ⊥ B2C2, тому B1C1 ‖ B2C2. Аналогiчно для iнших пар вiдрiзкiв.
Таким чином трикутники A1B1C1 та A2B2C2 є гомотетичними. Таким чином вiдрiзки
A1A2, B1B2, C1C2 перетинаються в точцi P , яка є центром гомотетiї.

Точка O – центр описаного кола для 4A2B2C2, точка I – iнцентр 4ABC, а також
центр описаного кола навколо 4A1B1C1. Внаслiдок одержаної гомотетичностi ми маємо,
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що точки O та I вiдповiдають одна iншiй при цiй гомотетiї, тому точки O,P, I лежать на
одному вiдрiзку та точка P подiляє цей вiдрiзок у вiдношеннi λ = R

r
. Бiльше того, маємо

−→
PO = λ ·

−→
PI.

Пряма A3B3 дотикається до
кола S1 у серединi дуги ^
AB, крiм того A3B3 ‖ AB,
аналогiчно для iнших пар
сторiн трикутникiв A3B3C3

та ABC. Для них так само
має мiсце гомотетичнiсть з
центром гототетiї, деякою то-
чкою T .
Але легко побачити, що кола
S1 та S2 є вписаними у цi го-
мотетичнi трикутники. А то-
му i для точки T мають мi-
сце аналогiчнi спiввiдношен-
ня, що й для

−→
TO = λ ·

−→
TI,

звiдки й випливає, що P = T ,
i у цiй точцi перетинаються
вiдразу усi вказанi в умовi
прямi.

3. Задача 9-3.

4. Задача 9-4.

11 клас

1. Задача 10-1.

2. Задача 10-2.

3. Є ряд ламп, що пронумерованi числами 1, 2, . . . , 2011. Кожна лампа має свiй iнди-
вiдуальний перемикач, який натискуванням переводить вiдповiдну лампу зi стану ВКЛ у
стан ВИКЛ та навпаки. Але перемикачi можна натискати лише за такими правилами:

1) Перемикач №1 можна натискати у будь-який момент.
2) Перемикач iз номером k ∈ {2, 3, . . . , 2011} можна натискати тiльки за умови, що

лампа iз номером k−1 у станi ВКЛ, а лампи iз номерами 1, 2, . . . , k−2 (якщо такi iснують)
у станi ВИКЛ.

На початку усi лампи у станi ВКЛ. Доведiть, що найменша кiлькiсть натискань на
перемикачi, щоб перевести усi лампи у стан ВИКЛ, дорiвнює 22012−1

3
.

Розв’язання. Через 1 позначимо стан ВКЛ, а через 0 – стан ВИКЛ.
Позначимо через bk – найменшу кiлькiсть натискань, якi дозволяють перевести пе-

ремикачi з стану 000 . . . 00︸ ︷︷ ︸
k

у стан 000 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k-1

1, в подальшому будемо це записувати таким

чином: 000 . . . 00︸ ︷︷ ︸
k

→ 000 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k-1

1, так само через ck позначимо найменшу кiлькiсть натискань

для переводу 000 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k-1

1→ 000 . . . 00︸ ︷︷ ︸
k

.

Тодi маємо таку рiвнiсть:

bk = bk−1 + 1 + ck−1, (1)

яка випливає з схеми:

00 . . . 000︸ ︷︷ ︸
k

→ 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k-2

10→ 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k-2

11→ 00 . . . 00︸ ︷︷ ︸
k-1

1,
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яку зрозумiти можна так: щоб перевести останню лампу у стан 1 треба мати розподiл
перемикачiв як показано пiсля першої стрiлки, далi йде натискання цього перемикача i
виконання основної цiлi, зрозумiло, для мiнiмальностi зайвих натискань робити не слiд.

Аналогiчно зi схеми

00 . . . 00︸ ︷︷ ︸
k-1

1→ 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k-2

11→ 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k-2

10→ 00 . . . 00︸ ︷︷ ︸
k

,

маємо рiвнiсть:
ck = bk−1 + 1 + ck−1. (2)

Неважко побачити, що b2 = c2 = 3: 00 → 10 → 11 → 01 та 01 → 11 → 10 → 00. З
урахуванням цього, з рiвностей (1) та (2) маємо, що bk = ck, k ≥ 2.

Таким чином для bk(ck) маємо рекурентне спiввiдношення: bk = 2bk−1 + 1, b2 = 3.
Розв’язуємо його стандартними методами i маємо, що bk = ck = 2k − 1.

Тепер через lk позначимо найменшу кiлькiсть натискань для переводу
11 . . . 11︸ ︷︷ ︸

k

→ 00 . . . 00︸ ︷︷ ︸
k

.

Тодi зi схеми
11 . . . 11︸ ︷︷ ︸

k

→ 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k-2

11→ 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k-2

10→ 00 . . . 00︸ ︷︷ ︸
k

,

маємо рiвнiсть:
lk = lk−2 + 1 + ck−1. (3)

Стандартним чином не важко одержати, що

Lk+1 = 2Lk + Lk−1 − 2Lk−2, L1 = 1, L2 = 2, L3 = 5,

звiдки, розв’язавши лiнiйне рекурентне спiввiдношення, маємо, що

Lk = −1

2
− 1

6
(−1)k +

2

3
· 2k.

Таким чином при k = 2011 шукане значення натискань дорiвнює L2011 = 22012−1
3

.

4. Знайти усi додатнi дiйснi числа x, y, z, серед яких є рiзнi, та натуральнi числа n,
для яких виконуються умови:

√
x+
√
y +
√
z = 1,

√
x+ n+

√
y + n+

√
z + n ∈ N.

Вiдповiдь: Шуканих чисел не iснує.
Розв’язання. Позначимо через A =

√
x+ n+

√
y + n+

√
z + n ∈ N. Тодi

A2 = 3n+ x+ y + z + 2
(√

(x+ n)(y + n) +
√

(x+ n)(z + n) +
√

(z + n)(y + n)
)
.

З нерiвностi мiж середнiми
√

(x+ n)(y + n) ≤ n + x+y
2
, оскiльки не усi змiннi x, y, z рiвнi

мiж собою, то
A2 < 9n+ 3(x+ y + z) ≤ 9n+ 3. (1)

остання нерiвнiсть виконується з очевидної нерiвностi: x+ y + z ≤ (
√
x+
√
y +
√
z)2.

З iншого боку,
√

(x+ n)(y + n) ≥ n+
√
xy, що легко перевiрити шялхом пiднесення до

квадрату. Знову при не усiх рiвних мiж собою x, y, z маємо, що

A2 > 9n+ (x+ y + z) + 2(
√
xy +

√
xz +

√
zy) = 9n+ (

√
x+
√
y +
√
z)2 = 9n+ 1. (2)

З нерiвностей (1) та (2) маємо при цiлих n, що рiвнiсть можлива лише за умови

A2 = 9n+ 2,

а ця умова неможлива, оскiльки квадрат цiлого числа не може давати остачу 2 при дiленнi
на 9. Одержана суперeчнiсть показує, що шуканих чисел не iснує.
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