
Ãàðìîíi÷íèé ÷îòèðèêóòíèê

Îçíà÷åííÿ 1 Âïîðÿäêîâàíà ÷åòâiðêà òî÷îê (A,B,C,D) íà ïðÿìié íàçèâà-

¹òüñÿ ãàðìîíi÷íîþ, ÿêùî
−→
AC
−→
CB

= −

−−→
AD
−→
DB

.

Îçíà÷åííÿ 2 Ïðÿìà, ùî ñèìåòðè÷íà ìåäiàíi AM âiäíîñíî áiñåêòðèñè AL

òðèêóòíèêà ABC, íàçèâà¹òüñÿ ñèìåäiàíîþ.

Ôàêò 1 ßêùî ñèìåäiàíà, ïðîâåäåíà ç âåðøèíè A, ïåðåòèíà¹ ñòîðîíó BC â

òî÷öi S, òî BS : CS = AB2 : AC2.

Îçíà÷åííÿ 3 Âïèñàíèé â êîëî ÷îòèðèêóòíèê íàçèâà¹òüñÿ ãàðìîíi÷íèì,

ÿêùî äîáóòêè äîâæèí éîãî ïðîòèëåæíèõ ñòîðií ðiâíi.

Ôàêò 2 Â ãàðìîíi÷íîìó ÷îòèðèêóòíèêó ABCD äiàãîíàëü AC ¹ ñèìåäiàíîþ

òðèêóòíèêiâ ABD i CBD. Àíàëîãi÷íî iç äiàãîíàëëþ BD.

Ôàêò 3 Íåõàé äîòè÷íi â òî÷êàõ A i C äî îïèñàíîãî êîëà ãàðìîíi÷íîãî ÷î-

òèðèêóòíèêà ABCD, ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi P, à äiàãîíàëi AC i BD � â

òî÷öi M. Òîäi òî÷êè D,M,B, P óòâîðþþòü ãàðìîíi÷íó ÷åòâiðêó òî÷îê.

1. CL � áiñåêòðèñà êóòà BCA òðèêóòíèêà ABC, CD � ñèìåäiàíà òðèêó-
òíèêà ABC. Òî÷êà D � ïåðåòèí ñèìåäiàíè iç îïèñàíèì êîëîì. Äîâåäiòü,
ùî DL � áiñåêòðèñà êóòà BDA.

2. Íåõàé N � ñåðåäèíà äiàãîíàëi AC ãàðìîíi÷íîãî ÷îòèðèêóòíèêà ABCD.
Äîâåäiòü, ùî ∠BNC = ∠DNC.

3. Â ãàðìîíi÷íîìó ÷îòèðèêóòíèêó âiäñòàíi âiä òî÷êè ïåðåòèíó äiàãîíàëåé
äî ñòîðií ïðîïîðöiéíi äîâæèíàì öèõ ñòîðií.

4. Çîâiíiøíÿ i âíóòðiøíÿ áiñåêòðèñè êóòà A òðèêóòíèêà ABC ïåðåòèíàþòü
ïðÿìó BC â òî÷êàõ D i E. Êîëî ç äiàìåòðîì DE ïåðåòèíà¹ îïèñàíå êîëî
òðèêóòíèêà ABC â òî÷êàõ A i X. Äîâåñòè, ùî AX � ñèìåäiàíà òðèêó-
òíèêà ABC.

5. Îïóêëèé ÷îòèðèêóòíèê ABCD âïèñàíèé â êîëî. Äîòè÷íi äî öüîãî êîëà,
ïðîâåäåíi â òî÷êàõ A i C, ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi P, ÿêà íå ëåæèòü íà
ïðÿìié BD, ïðè÷îìó PA2 = PD · PB. Äîâåäiòü, ùî äiàãîíàëü BD äiëèòü
äiàãîíàëü AC íàâïië.

6. Â êîëi ïðîâåäåíî äâi ïàðàëåëüíi õîðäè AB òà CD. Ïðÿìà, ïðîâåäåíà
÷åðåç C i ñåðåäèíó âiäðiçêà AB âäðóãå ïåðåòèíà¹ êîëî â òî÷öi E. Íåõàé
K � ñåðåäèíà âiäðiçêà DE. Äîâåäiòü, ùî ∠AKE = ∠BKE.



7. ×åðåç òî÷êó A, ùî ëåæèòü ïîçà êîëîì, ïðîâåäåíi äâi äîòè÷íi AB i AC,
i ïðÿìà, ÿêà ïåðåòèíà¹ äàíå êîëî â òî÷êàõ X i Y. Äîâåäiòü, ùî òî÷êè
A,B,C i ñåðåäèíà âiäðiçêà XY ëåæàòü íà îäíîìó êîëi.

8. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî iç òî÷êè D � ïåðåòèíó ñèìåäiàíè CD ç îïèñàíèì
êîëîì òðèêóòíèêà ABC îïóñòèòè ïåðïåíäèêóëÿðè DD1, DD2, DD3 íà
ïðÿìi AC, AB, BC, òî D2 � ñåðåäèíà âiäðiçêà D1D3

9. (Âñåðîñ-2008) Ïðÿìi, ñèìåòðè÷íi äiàãîíàëi AC âïèñàíîãî ÷îòèðèêóòíèêà
ABCD âiäíîñíî áiñåêòðèñ êóòiâ A i C, ïðîõîäÿòü ÷åðåç ñåðåäèíó äiàãîíà-
ëi BD. Äîâåäiòü, ùî ïðÿìi, ñèìåòðè÷íi äiàãîíàëi BD âiäíîñíî áiñåêòðèñ
êóòiâ B i D, ïðîõîäÿòü ÷åðåç ñåðåäèíó äiàãîíàëi AC.

10. Êîëî S1 ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè A, B i äîòèêà¹òüñÿ ïðÿìî¨ AC, êîëî
S2 ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè A, C i äîòèêà¹òüñÿ ïðÿìî¨ AB. Äîâåäiòü, ùî
ñïiëüíà õîðäà öèõ êië ¹ ñèìåäiàíîþ òðèêóòíèêà ABC.

11. (Âñåðîñ-2009) Â òðèêóòíèêó ABC ïðîâåäåíà áiñåêòðèñà BD (òî÷êà D
íàëåæèòü âiäðiçêó AC). Ïðÿìà BD ïåðåòèíà¹ êîëî Ω, îïèñàíå íàâêîëî
òðèêóòíèêà ABC â òî÷êàõ B i E. Êîëî ω, ïîáóäîâàíå íà âiäðiçêó DE
ÿê íà äiàìåòði, ïåðåòèíà¹ êîëî Ω â òî÷êàõ E i F. Äîâåäiòü, ùî ïðÿìà
ñèìåòðè÷íà ïðÿìié BF âiäíîñíî ïðÿìî¨ BD, ìiñòèòü ìåäiàíó òðèêóòíèêà
ABC.

12. (Âñåðîñ-2007) ×îòðèêóòíèê ABCD âïèñàíî â êîëî ç öåíòðîì O. Òî÷êè
C ′, D ′ ñèìåòðè÷íi îðòîöåíòðàì òðèêóòíèêà ABD i ABC âiäíîñíî O.
Äîâåäiòü, ùî ÿêùî ïðÿìi BD i BD ′ ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî áiñåêòðèñè êóòà
B, òî ïðÿìi AC i AC ′ ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî áiñåêòðèñè êóòà A.

13. (IMAR Contest 2006) Íåõàé ABC ðiâíîáåäðåíèé òðèêóòíèê, ó ÿêîìó
AB = AC i M � ñåðåäèíà BC. Çíàéòè ÃÌÒ òî÷îê P âñåðåäèíi òðèêó-
òíèêà òàêèõ, ùî ∠BPM+ ∠CPA = π.

14. (Âñåðîñ-1995) Â ãîñòðîêóòíîìó òðèêóòíèêó ABC íà âèñîòi BK ÿê íà
äiàìåòði ïîáóäîâàíî êîëî S, ÿêå ïåðåòèíà¹ ñòîðîíèAB i BC â òî÷êàõ E i F
âiäïîâiäíî. Äî êîëà S â òî÷êàõ E i F ïðîâåäåíi äîòè÷íi, ÿêi ïåðåòèíàþòüñÿ
â òî÷öi P. Äîâåäiòü, ùî BP ìiñòèòü ìåäiàíó òðèêóòíèêà ABC.

15. Äâà êîëà ω1 i ω2 ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷êàõ M i K. Ç äîâiëüíî¨ òî÷êè A
êîëà ω1 ïðîâåëè äâi ïðÿìi AK i AM, ÿêi âäðóãå ïåðåòíóëè êîëî ω2 â
òî÷êàõ B i C. Äîâåäiòü, ùî ìåäiàíè òðèêóòíèêà ABC, ïðîâåäåíi ç âåð-
øèíè A, ïðîõîäÿòü ÷åðåç ôiêñîâàíó òî÷êó, ÿêà íå çàëåæèòü âiä âèáîðó
òî÷êè A.


