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Задача 1. Доведiть, що для будь-якої пари натуральних чисел k та n iснують k (не обов’язково
рiзних) натуральних чисел m1,m2, . . . ,mk таких, що виконується рiвнiсть
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Задача 2. Колумбiйською конфiгурацiєю будемо називати такий набiр з 4027 точок на площинi,
жоднi три з яких не лежать на однiй прямiй, при цьому 2013 з них пофарбовано в червоний колiр, а
решта 2014 – у блакитний. Розглянемо набiр прямих, що роздiляють площину на декiлька областей.
Назвемр цей набiр гарним для даної колумбiйської конфiгурацiї точок, якщо виконуються такi
умови:

• жодна пряма не проходить через жодну точку конфiгурацiї;

• жодна область розбиття не мiстить точок обох кольорiв.

Знайдiть найменше можливе значення k таке, що для довiльної колумбiйської конфiгурацiї з 4027
точок iснує гарний набiр з k прямих.

Задача 3. Нехай зовнiвписане коло трикутника ABC, що лежить навпроти вершини A, доти-
кається до сторони BC у точцi A1. Точки B1 на сторонi CA i C1 на сторонi AB визначаються
аналогiчним чином з використанням зовнiвписаних кiл, що лежать навпроти вершин B i C, вiдпо-
вiдно. Вiдомо, що центр описаного кола трикутника A1B1C1 лежить на колi, описаному навколо
трикутника ABC. Доведiть, що трикутник ABC прямокутний.

Зовнiвписаним колом трикутника ABC, що лежить навпроти вершини A, називається коло,

яке дотикається до вiдрiзка BC, продовження сторони AB за точку B i продовження сторони

AC за точку C. Зовнiвписанi кола, що лежать навпроти вершин B i C, визначаються аналогi-

чним чином.
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Задача 4. Нехай H — точка перетину висот гострокутного трикутника ABC. Нехай W — довiль-
на точка на вiдрiзку BC, що вiдмiнна вiд B i C. Позначимо через M i N основи висот трикутника
ABC, що проведенi з вершин B i C, вiдповiдно. Нехай ω1 — описане коло трикутника BWN , а X —
така точка на ω1, що WX — дiаметр ω1. Аналогiчно, нехай ω2 — описане коло трикутника CWM , i
Y — така точка на ω2, що WY — дiаметр ω2. Доведiть, що точки X, Y i H лежать на однiй прямiй.

Задача 5. Позначимо через Q>0 множину всiх додатнiх рацiональних чисел. Нехай f : Q>0 → R

— функцiя, що задовольняє такi умови:

(i) для всiх x, y ∈ Q>0 виконується нерiвнiсть f(x)f(y) ≥ f(xy);

(ii) для всiх x, y ∈ Q>0 виконується нерiвнiсть f(x+ y) ≥ f(x) + f(y);

(iii) iснує рацiональне число a > 1 таке, що f(a) = a.

Доведiть, що f(x) = x для всiх x ∈ Q>0.

Задача 6. Нехай n ≥ 3 — цiле число. Розглянемо коло i n + 1 точку на ньому, що дiлять його
на рiвнi дуги. Розглянемо всi способи позначити цi точки числами 0, 1, . . . , n так, що кожне число
використовується рiвно один раз. Два способи, що вiдрiзняються поворотом, вважаються однако-
вими. Спосiб позначення назвемо чудовим, якщо для довiльних чотирьох мiток a < b < c < d

таких, що a+ d = b+ c, хорда, що з’єднує вершини з мiтками a i d, не перетинає хорду, що з’єднує
точки з мiтками b i c.

Нехай M — кiлькiсть чудових способiв позначення. Нехай N — кiлькiсть упорядкованих пар
(x, y) натуральних чисел, що задовольняють умови x+ y ≤ n i НСД(x, y) = 1. Доведiть, що

M = N + 1.

Language: Ukrainian Час: 4 години 30 хвилин

Кожна задача оцiнюється в 7 балiв


